 ANEXO 4
cALEuLD VARIAEIDNAL.

Una clase lmportante de Prohlemas envuelve la detormiﬂhcion de u~-
~ha o mas funcicnes sudetas a ciertas condiciones, tal como maximi
szar o minimizar una cierta intesral definida, cuvos intesrandos -
depender de la funcion o funciones incosnitas v/o ciertas de sus
derivadas. For eéjemplo, rara encontrar la ecuacion v=u(x) de la
‘distancia curva a Jo larso de los puntos desde (O, 0) a (1,1) en
el . Plano X, ¥ la cual es minima, podemos buscar u(x) tal auet

Izj,/ﬁ-‘u’i’ Ax =min - (Ad=1)

“50n=‘ ) u(’)_ u“"i

'}LonsideraremOﬂ Primero el caso cuando intentamos maxlmxzcr ¢ mini
mtﬁar una 1ntesra1 de la forma: : .
J F (%, ) dx ‘ (M-ﬂ
su-ﬁ‘e'ga a las condiciones:  ula)zA . u{Dzp ‘ “\4‘5\
. donde ms by A v B sen constantes dadas. = Suronemas aue F tiene -

‘derivadas de sesaundo orden continuas con respecto 4 sus tres arsu
-mentos v reauiere sue la Func1on incoanita ui{x) posea dos deriva-
das .donde sea en (a,b). Para fiJjar idea suponemos Que I sera ——
maximizada. . .

Asi visualizamos un concurso. solamente con funciones las cuales
- tienen derivadas en (a,b) v toman los valores finales prescritos,
ED problema consiste en seleccicnar de todas las funciones eén con
cursa, la funcion (& funciones) rara las cuales I es mavor. : N

Bajo la surcsicion ‘de que hav en realidad una funcion u(x) aue --
tigne esta propiedad, consideraremos ensesuida. una familia de ~-
.funciones admisibles de un parametroe jas cuales incluven ulx)y ==
1lamandoless el conjunte de todas las funciones de la formas

‘uf(x)%ve N (x) ‘ (A4-4)

donde W (%) es cualesnu;er funcion dos veces diferenciable selec-
cionada arbitrariamente, Ta cual se verifica en los puntos fina--
1es del intervaln (d.b):

" a)v-qlb)-o | | (M-5)

V

v donde € es un Parametro el cual es constante rara cualauier —-

P . -



funcion en el condunto’ pera aue varia de una funcion a otra.  El
intremento ¢w(y) represénta la diferencia entre las variadas fun
ciones v la fupcien solucion actual, frecuentemente sé€ le llama -
. “una variacion de u(x)".

i el. resultado de reemp1ézar ulx) Par u(s) + €N (%) en I es denc
tado por T(€ ) comos

b :
e i V
CTle)=) Tl hven, wsen)dx (A4-6)
L o s : :
7,se.si9ue‘que I(6) toma su maxime valor cuando € =0, esto &8, ——=
- cuande ‘la variacion de u es cero. de aqui se sisue aues
é—zgl) =0 cvamdo €=0 ’ (AA -1)

La continuidad supuesta de las derivadas parciales de F con res—-—
. pecto a sus tres arsumentos implica la continuidad de dF/de » tal
“que podemos diferenciar I(€ ) bajc el sisnc de intesral rara ob--
‘tener: :

b
dl(e) _ | TRF(uren,dven) | Pl uren dren) - Aa-8)
d¢ L[ d(u+en) n ’Mu‘-se)r\') ‘ ] A (

%

" Deé asui colocando € =0 obktenemos una expresion eara la condicion
(A4+7) en la format '

1 b ! )
IM‘S; g%vux)%%,-r\‘(n]c\uo ; (AMO\

_Podemos escribir FE F(xsu.u’) notando aue las derivadas Parcia~-
les F/au y dF/D4 han zido formadas con €, 4 v u’ tratadas -
coma variables inderéndientes.

El sisuiente pase consiste de transformar la intesral del sesundo
Cprodiucts en (A4-10) por upa intesracion Por partes. Prara obtenert

T " A : ’ _ ’
C o a1 ] - (Y a d_(F - )
; L_,&-, 400 dx,—[%,%(x\]q ,Sq dx{%u,j{\(x) d”"}q?i'('au')v‘(’»\ f\, (A4-w)

Cen cohéecﬁehaia'dé (R4-5) . Asi la ecuacion (A4~10) viene a -seri
. b ) .
- dk%?) 'OF‘l = . .
B R %) dx =0 -12).
S dx \ dut/ "o n - (A4 )
Ja g

es rposible erobar Pisurcsamente @ue, dado @ue (A4-12) es verdade-
ro-para cualauier funcion N () la cual es dos veces diferencia--
ble en (a,b) v cero en los limites del intervale, consecuentemen—

te 1os ;ueFicientes de 0 (x) ¢n el intesrando deben ser cero en
cualauier lusar de (a.b)y, tal =ue la condicions .

i
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4 (% )_ OF o ' (A4-13)

; dx \ dw du
sed satisftecha. Esta es 1a llamada ecuacion de Euler asociada -
cor &) problema de maximizar (o minimizar) la intesral (A4-2) su-—

jeta a (RA4-3). ¥

Al recordamos que F v por consisuiente tambien ﬁﬁ@“’Pueden depen
der de x» directa e indirectamente. a traves de las variables in-
termedias u{x) v u’(x), deducimos Aues

DL EN SR RIS (A4-14)

tal «@ue ta ecuacion de Euler (A4-13) tambien puede ser escrita en
13 forma expandidas :

~Fuu -%;\-;—\-Yu‘q' %% -'c(Fx W -Fu)=0 '(A‘\-\")

Ademas, la forma (A4-13) frecuentemente es mas conveniente en 1a
practica, la forma expandida muestra aue, excerta €n CAS0S espPe——
ciales cuandu F u’u’zd*F/Du’% es cero, la ecuacion es en efec—
to una ecuacien diferencial de sesundo arden en us suyJeta a las
condiciones de frontera u(al)=hA v u(h)=R.

‘Dado aue las coeficientes en Ta ecuacion (A4—-15) pueden derpender
no solamente de » sino tambien de u v du/dx:a 1a ecuacion no es ne
cesariamente lineal. Sin embarsa, esto involucra la derivada de
Cmbden superior d% u/dx? en una forma lineal v de aqui esto pPue-
_de’ ser descrito como una ecuacion casi—lineal en asuellos casos
cuandas en verdad no es lineal.

Tiene alsc de importancia notar @ue no tenemns |ue mostrar que
(A4~-13) tiene wuna solucion aue satisfasa (A4-3) o, si tiene tal -
golucion. aue esta solucion realmente maximiza o minimiza I.
Memos irdicade solamente «ue (A4-173) es una candicicon necesarias
la cual debe ser satisfecha wor Uy 81 U €S habititada. La formu
jacion de condicienes suficientes las cuales asesuran Gue una fun
cion w(x) asi obtenida realmente maximiza o minimiza I, lo hace -~
esto un magimd~re1ativ0 en alaun sentido)s es mucho mas dificil.

Frecuentémente, en ta practica. uno pueds estar sesure eor antici
pado @ue existe una funcian admisible aue maximiza (o minimiza)l.
Las soluciones de (A4—-13) san 11lamadas frecuentemente extremos —-
del prohlema de variacich va sea aue satisfasan o nao (A4~-32) vy ma-
wimicen o minimicen I.

Generalizaciongs, en las cuales mas variables derendientes v/o in
‘dependientes son inciuidas o 'las cuales incluven otras modifica--

cfiones, son descritas ensesuida.

a) 5i (A4-2) es reemrliazada por la intesrals




b -
1?. SOF(X‘“')\“" )uh > “‘;-}--- “"\) dK (A‘ ‘b\

- dende los valores de tas n funciones incognitas inderendientes u,

Uy()ruaes unlx) san dadas cada una en los Puntos eftremos »=a v
w=b, obtenemas una ecuacion de Eulern similar a (A4-13) en corres-—
pondencia con cada Ue o

d k:‘i ) f?_E_ =0 Y(Y=\|Z)~uv3“) (AA"-')
dx \ 2wy /7 e
hsi ror ejemplo, la ecuaa}on de Euler asociada con la intesrald
b - .
[0+ 0F - 2o v 2x0) o | (A4-18)
/a

se¢ establece aue seal

%;‘ \1“35—(—2\1; +2%x)=0 Y %Q?.u’,ﬂ_(-f{.u.\ =0 (n&-19)

b)Y Suyponegamos aue tenemos aue maximizar o minimizar (A4-2)3

- b
S F(Xu,u ) dx = max & win | (M-ZO}

donde u(x) va a satisfacer las condicicnes extremas prescritass
, uta)=A, ulb)=R (Ad-20)
‘como antes, pero tambien una condicion de restriccion es impuesta
"en la formal .

X B
S Glxu,u) dx=K (A4-22)

a
dande K es una constante eprescrita. En este casc, 1a ecuacion.
de Euler apropiada se establece aue sea el resultado de reempla-—-—
zar F en (A4-13) por la funcion auxiliar:t )
o o e Moo= F o4+ A U (A4’233

donde A ce@s una constante incoanita. Esta constantes 1a cual es
de ta naturaleza de un multirlicador de Lasranse., seneraimente a-
pParece en la ecuacion de Euler v en su solucion, v sera determina
_da dunite cean las constantes de intesracion en tal manera aue las
- tres condicicnes de (A4~21) v (A4-22) sean satisfechas.



