II.~ DER’VACIO DE LAS ECUACIONES GENERALES DE TRANSRERENCT A

1.- ST ILIiUD'ELTRD LOb PROCES0S DB mRAIbFBRERCIA Como

una iluutrac16n preliminar de 1as Similitudes fundadehtales entre -
- los procesos ge ;rans;erencia, consideremos el caso sencillo de la
“transferencig "molecular® en estado estable y flugo unidimencional-
de alzuna propfedad gene§al P, que puede representar 1la masa de une
Componente, el momenvum, la eaefgia, etc., por unidad de volumen -
del fluido. Podemos escribirse '
(Flujo de 1a pIODLedad)— - (difusividad de 1a propiedad) X
o : E%radiente de coucentracidn de 1a
propiedad én la direccibn de 1a
: transfereucia (o"fuerza QLIQCtOIﬁ{ﬂ{
donde e} flujo de 1a propiedad es defiuida como la cantidad de 1a
. propiedad (mgsa, momentum, calor, etc.) transferida por unidad de
tlempo por unidad de frea pormul a la direccidn de la transferen—-
cia, y la "fuerza directora" es expresada en términos del gradicne
te de concéntracién de la pgopiedad.
La Tabla I miestra las formas ésumides por el flujo, 1a difu-
‘SlVld&d la fuerza directora, y la expresidn general cuando la can
tided que se transfiere es el calox, La mast, el momentum o la i
&a eléetrica, Para ilustrar, tombicn se dan las unidades en estge-
.t&bla_ cualyuier sistena cémpatible de uniaades basado en las can-
tidades fundameniales registrado en la Fomemclutura puede usarse,
Las familiares ecusecicnes de velocidad pare conduccidn de ca~
~lor moleculax (ley de Fourier), difusidn moleculsr (primera ley de

\h), flwdo viscoso (ley de lewbon de la viscosicad), ¥ coudpc-



doﬁouf;, o.sb\\y
o) maps ap \Qw

xp ) [ HX Y X9 P
/[

(7 2 J)p

97,49

£
Y

Y
7 9

e

P4 mﬁmmaoq\;.,ou /2.

L
PES4

7275 /)

x\ c:u;ﬁk\\w uo\ 'R

!
| \%JQB.%, Y v P&
H
i

raa ¥031dody ) A7

X WOId341g @7 9 5\&&1 qmq.t A |

\ELCE I \

«wu

¢

wn uodtoq dp 4013041435 d%ouﬁ.\ i
xp : GO Jd3uicut gp O WL, 4
xXp ~ 7 popinrafe L wioy 0 w\;\ Vi A
Ve - « Sz - 2/4d3 PV, A ! -
75 2 ) Gy 7 ()]0 op epsamng a :
xb\\ Hi9)p
\xc\:i\.ﬁt .\HQ.:.Q.SV Xp £td
- P, (%)
"y ep AS) Bruitr : ("M )P 7/.41 & i
7 R\ xXp ., . : ~ /Y] 9 7 x Jﬁf xm\ Wmaﬁoﬂ\EWu
) «\q\{n\&} - OSDW PP UOLIVALUIIUG, ADS 0235y, P \ A L/ -
xXp 7. pny 0 ;
~ / - X _ O I s Orowt S0 \:\ /op .Zuw.
" P S ¢~ = &.\U = km tv\,.y 2P 2P ,GNFO pp! 'z . 7 ! Y
xe/ (A1) ma)p| YA
'
m\o\cu . 901310puU0s DA
P doepin) R |
R:am\ PoAey (LDS)r Y .. I
| ) T ) 47 @\\a\% 5 (i)
49{ 3 op Q\S:P“ LAIEOS V¢ R«\wmﬂ F4 p
;s X0 - x Xp %y i . } ~ g orn \XO\G
BT @opp T g wsewny | ewniig AR~ 4 %
- ; VIWDIDA 20 QO
ﬂﬂht(&aee SHIIIS N,BESQS., S - m\%‘otwwﬁ. wzaandl Quairisayic orard

\ Qe 2140y

WOINIWOW “vroww ~yo 00 L HIONIGZISNYTL T 794

——

_
_
_




. ml : e .
< K. Ma  winydd o mmb JN&%SQ?&PU 5o/ u\m\ UIUS f A JIAB)IUYS Heno.:incxxw

TIPUawpd JO3.4429]D ISpOp ;.Q

9

D

\ Do o0y 59

A dwtofiup
<
LO)IRPUOI UD u3

du.ir.wm\ N Ao‘aubb:o%

cS\O ob \,¢N
xp

r S .
Ap P =
2D =7

(</n)
FULIS AN L0 INPU O
xp

S
mo.&&&&\ 9P w&&&.ﬁm\% -

Uun ‘O&U«.\

—

7 ‘@eepd9/3 odfwips
g

\ O day ﬁ.:.nw‘

014UV LSS A

“ fogu
r .u\b

, q
L XTI u\m\.w

PR ;.@gﬁb&@

M,«Né\ ( %&,

rOf M) P Vasrp S0
Popiun POpIgr M
AR RoTel -

A\du,lx, 298 SJUdIiLD>
o0 Popisuap \;

“PEuvy op

2074

7

o

<

SO0
Ve
Vst f u..m\.w

Smxcb

NOIOUNNI LNDD

T G164/




ci6n eléétrica (ley de Olm) no Son mas que casos eSpeciales de 1as
expresiones generales de velocidad,
“* .

Aungue las ecuaciones de conservacién son similares, debido a
que sus términos tienen el mismo significedo fisico, existen, Sin
emnbargo algunas diferencias patemdticas. Estas suigen debido a que
el calor, la me&sa y la carga eléctrica son cantidadeS escalares —-
[Sus fiujos sdn, por consiguiente, cahtidades vectoriales (teunso-

reeeepe s de primer ordeni} , mientras Jue el momentum €S una cantided -
__vectorial y su flujo es una canbtidad tenéorial de segundo orden,
En coordenadas cartesianas, la ecuacifén de transferencia de momen-

vium, tiene componexntes en X, ¥, € 4, mientras que cada una de 1as

~otras ecusciones de conservacién toman 1a forma de una ecuacidn U<
nica, 51 estas difereucias son tomadas en cuenta, es Util conside-
rar cada componente de la ecuacidn de momentum de unad manera simi-
lar a las otras ecusciones de conserveci‘on, coro Se indica en la
Tabla I.

2.~ DEXIVACION DE T,AS BCUACIONES GENERALES DE CONSERVACION

PARS T.a PROPIZEDAD P, Los conceptes fundamentales de con--

servacidu de uha‘propieéaé im%éﬁsiva, P, puede expresarse por uni-
dad de volumen de un Sistendt como Sig@e:

(Acumulacibn de P) = (eairada de P) - (salida de D)
Nas generaluente, 108 caubios en el tienmpo pucden tomarse en cueh-
ta considerando 1as velocidades de 1los varios procesnsy
(Velocidud de acumulacidn de F) = (velooidad de cutrada de P) -
’ ” (velocidad dc salide de P) =

(velecidad neta de cutreada de P)

A1 establecer las ecusciones generales Q¢ couservacidn  paro-



la prOpiédad, P, hemos de aplicar este Wltimo concepto a sistemas
Tiuyentes tomando en cuenta las varias maneras en la que la pro—-
piedad, P, pugde entrar o salir de un elemento de volumen en el=-
medio fluyente, Varios métodos para establecer las ecﬁaciones de
couservacién se dan en los textos de procesos de tremsferencia, u

na seleccién de 1os cuzles se da en la Bibliograffa. Aqul se apli

general, P. ) :

-~ Para un elemento de volumen dxdydz, suponiendo que estd fijo
eu el espacio, como Se muestra en la Figura 2, la ley de conserva
s €ifn para una propiedad intensiva dada antériormente puede esocri-

birse en términos de las variss contrilbuciones posiblesg

[ Vélocidad de arupulacidén de 15’,,
, . =
{propiedad en el elemento
(I) Acumulsacién
" Velocidad uneta de transie Velocidad neta de trensfe|
rencia de la aropledad en rencia de la propiedad en-
el elenento por volumen - * el eleumento por trausporﬁé
_de flujo_meaido. B u@olecular. . i
’ (I1)Conveccidn (ITI)Trausporve Holegular
[ velociusd nets de produc:“ velocidad neta de produc—
cién de la propiedad en - cifn de la propiedad den-
la superficie del clemen— + tro del elemento de vo-
0 ge volumen. | Lumen. ]

(IV) GEBHERACION .

card el método usado por Bird; Stewardry Lighfoot, a 13,Pr9pied§§,

|
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- FIGURA 2. ELENERTO I MAGINARIO FIJO RVEL BESPACIO
4 URAVES DEL CUAL FLUYE UK TIUIDO.
Conuideremos separadamente cada uuno de estos téruinoss
VELOCIDAD DI ACUMULACION DE I4 PROPIEDAD. L& velocidad de a-
cumulacidn ée”lé propiedad en un volwuen Aiaynz,‘ tal como €l moes-
. trado en 1a Pigura 2, serd simplemente la velocidad -de cambio de-
lavpropiedad'por uuidad de volunmen, muitiplic&do por el volumen de

el elemento, o, en términos matendticos,

) ‘
2P ., (x a7 az) (1)
ot

Velocidad de Volunmen

acumulacidn /

unidad de volumen



VELbCIDED KETA DE TRANSFERENCIA DE LA PROPIEDAD PCR COKVECCION, .
De la Figura 2, supongamQS'qﬁe P en las caras del frea Aypz tiene
dn valor de- ? ., e X y P “ﬁx \ en x+4x. Agquf se asume que-
el elemento de volumen es lo suficientemente pequefio de tal manera-
wue es vélido tomar un valor constante sobre toda la cara y que el
elemento es tan pequefio que la densidad uésica élobal ¥ 0tras pPro-—-
7ﬂrpieq:dgﬁyfiﬁicgﬁ;pueden supouerse constantes dentro del elemento en
~cualguier instante dado (dun cuando, por supuesto, puedan variar —-
con €L tiempo); 4 causa de que después haremos el elemento de volu
wen infinitamente pequefio, estras suposiciones son perfectamente vi-
lidas, con t&l de gue las propiedades del sistema puedan considerar
" se continuas, De la misma manera, 1& propiedsd P en las caras del-
&rea AxAz tendrd un valor P ,oem ¥y oy P L en Juy Y.en
3 '+,
‘las correspondienies caras del 4rea 4 Xy, seréaﬂyl en z ¥y -
fobz en z+4Z , i 4

Ahora si consideramos la velocidad de abastecimiento de la pro
piedad debido @l fiujo global enm 1a direccidn x a través de 1z ca
ra AypZ en X, e8to  puede escribirse como (6yn2) Ux Pl’.Semejantg
mente, la velocidad de eliwinsciép de la propledad en X+4x en 1a

dirvecafdn x sord (pysz)of, P

. La velocudad neta de transfe
. crtx g g e
rencis de l@ propiedad al elemento de volumen debido &l Iflujo glo--

bal gn la direccidn X &5 eutonces,

[ovae] [2], - 2|, ]

Volumen / Crotidad neta de P/

unidad de unidad ée volumen

tiempo



Por tanto, 1a velocidad de transferencia, neta, tetal, de la’
progiiedad al elemento” debido al flujo glohal en las 3 direccio-—

- Gu][e -p]., ] + [(ox Ju][p)-Pl.,] +
[(Axm’) L][P| - p [W} ()

VELOCIDAD NEfA DE TRANSFERENCIA DE IA PROPIEDAD DEBIDO AL =~
TRANSPORTE NOLECULA ' E o
Primeramente'definiremos los flujos de la propiedad debido a
1a transferencic molecular como fue hecho en la ecuacién II, que
Son las velocidades de transferencia de la propiedad por unidad -
de drea, . II, puede Ser un tensor de segundo rden (9element0u),
chanﬁo se trata con transfercucis  de momentum, o bien une »anti—
dad vee torial (3 elementos) en cuanto a transporte de masa y enex
gfa .Una vez &as, Siguicendo ¢l método general usado mteriornen—
te, la cautidad de propiedad a fravés de la  cara 4 yAZ Por Uni--
dad de tiempo, en x y en la diveccibn x, serd (0y4z) ILg|, -
[.Ilu, representa el (Jlo &) componente (8) de II en 1la direccidn
2‘]9»@ velocidad neta de trensferencia de la prd@iedad al elenmen-
to én la  direceidn x, por transporte wolecular s, por v,
(Q y[lZ) [:LI(A) L - ﬂ(xl Refin J
Area Cantidad de » /

unidad de aren /

unidad de tienmpo



De esta manera, la velocidad neta total de transferencia de 1a
propiedad del elemento de volunen, debido a transporte molecular se

0y

T8

ol -l ] + [oxee][so], -0, ]

[ | EX - I R
. k3 2tht

VELOCIDAD NETA DH GENERACION‘DE LA PROPIEDAD EN LA SUEBBEIQIE—k/mm
DIL ELE&*KTO ﬁE VOLUﬁEN. Este tériinb repreéenta la %elocidﬂd dem—
pPoduceién de la propiedad en la superficie del cleménto, .debido a
todas las fuerzas superficiales, Un ejemplo obvio agul, es la fuer-
%a de presidn, la cual viene a Ser la dnica fuerza de.superficie inm
ibortante discutide, Por tanto, tendremos que F, definida como la vg
locidad de genicracidn de propiedad por unidad de &rea en la Superfi
cic de un elemento de volumen, aparecerd unicamente cuando estemos-—
tratando con transferexcia de momento y enmergfa y esto deblido @ w=
que la masa po puede sSer producida por una fuerza de presidne

Aqui debemos recorder que estomos copsiderando 1as "superfi-e—
cies" de un elemento de volumen imaginariamente fijo den%ro del £y
ido,”y no necesariagente una superficie fisica actual (interfase).

Las condicicnes que Burjan en una superficie gue bresenta 1Yieee
terfate deben ser tonndfs cn cuenta g través de 1les condiciones -
fTOﬁtGrﬁ lmpuestos axnisﬁ ecuacicnes de conservacidn que esidn sien
do desareelleans anul v

De agul se sigue gue 1o generacidn nete totel de la propiedad

P en la supexficie del elenento de volumen serd |

.AyéZJ[Fl, - FLM] + [l\x MJ[FI, ‘.FLW] +

[m\w“s: L _F/MJ (Ka)



‘VELOC:L‘DATJ KETA DE GEKERACION D PROPIEDAD 'DI%}IJTRO DET, DLEHENTO '
DE VOLUQEN.‘Séa Grla'velpcidad de ﬁroducciéﬁ ée la proﬁiédad poxr=-
ﬁnﬁda& de volumen dentro del elementc, (En principio, el t#2minc-—-
fuerdb e total, @ puede consistir de varias partes, cada una de e -~
llas representa.una produccidén, de 1a propigdad, debida a diferon.-
tes razones, G‘t Gy + Gy +-- ). Butonces,la velocidad total de &ne
racibn scréd ; : ‘
TEI [o]fearnd] ()

Ahora que hemoes consiiderado todos los términog, podemos escri
Hir la ley general de comscrvacidén de prmopiedad para un elemento -

carfesiauno de volumen finito en la siguient e forma matendticas

2P pxpvaz = "
of

(1) Acumulacidn
[L\Me Ua (PL - _PL*“)'-O—- oxoz o ( P| - P[mw) T
ooy (P, <P,

(II) Counveceidn

ool - o ool ]
| | e fI&wL.OJ} +
(II1) Tronsporte molecular
[67'02;(‘1-;'; - F ;'n) - au\z’( FL = F,M«/,) +
Moy (FL - F!“M )] ~+

(IV &) Cenerdeldn Jdel elenente de volwaen en 1a Supcrilicie



GAXAyAZ

(IVb) Generacién deniro del elemento de volumen.
-~

$i ahora dividimos la ecuacidn I por AXayaz y hacemo® uso de

la defimicidn de la deriveda a pedida gue l1las longitudes

Iados del elemento de volumen tienden a @ ro, es decir,

Ax._)O, A)}i_y:o (l'rx PL

ax
obtendrenos-

de ia prepiedad en un medio fluyentel

grP
2t

Velocidad de @cumulacidn de P/

unidad de volumen -

a(zfo)+ 9(z/fﬁ)+ 2(V:P)
xS oy 27

3

Velocidnd neta de adicidun de P/

v

de los

3 .
1la ecuacién diferencial que expresa la conservacidn-

N ' N . K} P

unidad & volumen, Por conveceidn (Llujo global)

°ft. . o, 9I. OF L 2F [ 2FE | 4
IR R, o2 IR 27 92
Velociard netn de ndlceiéa de P/ Velociwnd neta de £ onert

uniaad ée volumen debido o flu-

dos molecula res,

idén de ¥,

unidad de voluwaen en 1&s

super-—

LicicBe



G ‘ (@)
« Velocidad de generscidén de P . ”
‘dentro del sistema / unidad-
de volumen

Js= DERIVACIOR D& LaS ECUACIOHNES BSYECIFICAS DE COKS SBRVACION.La -

ecuacion general de couservacién, Ecuacidén 2 uede ahora hacerse es
& » y s P S

pecifica para los varios casos de tran5porte meala*te la wdecuada -

stitucidn de », I1I, F, y Ge Cuando esto se hqce, los varios grupos

de términos consServan un sig guificado en ¢ada case, es decir, contri-
bucidn por generacidn global, etc.- Y para ahorrar espacio, esta in-
formacidn no serf repetida para las ecuaciones. especificas. de. cons exr
“vacién que Se obtendrén mas adelante.

. Las formas asumidas por P, II, B, G, para los caSo§"dé trans -
porte de masa total, de masa de couponente i de una mezecla, momentun,
energla (cindtica + interna), y carga eléctrica, estan sumarizadas —
en la Tabla IL. Cuaudo estas formas se sustituyen en la ecuscidn 2,
las ecuacloneu generajes de conservacibn para los 5 tipos de trand-——
porte_con61§erados, Se tienen direcltamente, como Se muesStra en la -
Tabla III. Bstes ecuaciones generales de conservaciln forman el pun—
fo'de pdﬁtida pera el estudio de los procesos de transferencia ¥ son
\aquellos nmexcionados epn la primera caja de la Rloura 1.

Bn les Tobles II y I1I, las cortribuciones debidas & efectos e-
léctricos y nagndéticos estan fprupados en parentesis rectangulares ¥
todos low términos ool GLruncdos ~esapirecerin si los electos mpagnd-.
ticos y eléciricos se couSideren desprecicbles, BSt& suposicida 5 -

bastante condn en los 68tudios actunles ey Ingenierdis Quimicﬁ, 5in-
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embargo, son de indudable importencia en procesosS nas Complejos: en
el presente método, estas pueden ser incluldas en las ecuaciones gé
nerales sin dificultad adicionaly, siv embsrgo, Serdn omitidas posté
riormente con objeto de facilitar la cowparacibén con lus relacioneé
convenciouales,

Sin embargo, entes de que estas ¢cuacionés de comservacién pug
dan ser usados en la préctica, 1os flujos moleculares en cada uno -
de ellos deben sar expresadoS en términos e 1A 8 fuerzsd GireGbrio-
CES que causan esos flujos. En el caso nds general,. esto. se tornd =
complicado ya que, por ejemplo, €8 posidle tener contribuciones de-
energlia molecular y de flujo masa reuultantcu de vari~- 3 dlferua»m
tes fuerzes directriices, Afortunadamente, excepto, bago cond¢01oneu
especiales de restriccidn, el flujo Ge energfa detido @ grodientes-
de tempmratura, ¢l flujo maga debido. & gradientes de cgncentraoidn,
¥y el flujo de momentun debido a gradientes de velocidad, son 10S s

nicos flujos moleculares importantes, y én el caso monpodimencioneél,

I
@
H
s
2_)
‘_‘,
t
)
9
o
(7]
i

estos han sido descritos en la Tabla I. 51 estas son ge

p

para considerar loS camblos en 3 d irecciornes (©ip considerar la vis
cosidad global), y Son entorces sustituidss eﬁ las ecuaciones de —
- contervacidbu cr la Tavla ITI, sSe tienen 189 formes mas (iiles dadas
en la Tabla IV,

la ¢erivacidn de las formus de la ecuacidn de eneryYa 1oS—-—
TV, L& coptribacidén de eper fa cindtica ha  sido

encontrada mediauir el producto cscalar de la velocided conm la ecué-

trado

o
©
o]
ot
<
+
Lo
o
=
o
fant
E

-

¢ién de movimieznto, dando lugar al términO/ﬂ¢ , el cu&l rcpﬁeucn &

L8 disipeteidn Gel flujo de erexgln & color, In coordenndes eortesil

Nas,
¥



ool () (] +

20, oUx\* | /oUx 2
—t +
oK 2y oy @2

2Us . s | 2] U

P Z X 3 DX

, Note gue para lleger o la Tabla III 1la suposicidn que se nizZo
fue que el medio Se couslders continwp. rara pasar de la Tabla III
a ia fabla IV las asumpsiones origilunales son hechas fomanos en  —-

.cuenta one el flujo molecular depende dnicamente de las fuersas im
pulsorss del proceso y que el fluido Se comporta cowmo fluido newté
niano despreclando la viscosidad global,

Las ecuaciones de caubio cbnteuidos en la 7abla IV son oG
via mﬁy couplicados ¥ gencralmente no pueden ser resueltas cxceplo
para problemts con geometria y condiclones frontera sinples, DS

be slnplificodas 81 S¢ G5015E -

tas eccuaclones pusden Lranaen

~gue el nedio es incompreSible y 1os propledades de trumsporte e

(viscosidaod, counductivided térmica, culor especffico, aifusividad,)

Som counstautes, Sin embargo, pera un amplio raugo de problewas de-

Ingenierfa (ufnica, la comsileracién de prosicdades £I5ichS COND——
7 & -

o+

wbes, no eutd Justificuda pero se toman porque simplifican gren

!

depente Lou probl

nltados colenlados y -

experiucntales hu indictkdo gue 108 ¢rirorce no son WUy Sexiod & e~



nos que las diferencias de temperaturay composicidn seén Luy gran-~
des, 5i en lugar de asum}r valores counstantes la viscosidad €5 €Xwe-
presadsa por ecuscian#s neollgicas para el materiai, es posible deri
var y dbtener las ecuaciones de velocidad para procesos de tronsfe-
rencia en fluidos no newtonianos., Para obltener reluciones wdtiles se
Supone que las fuerzas eléctricas y magn tioas‘pﬁeden ignorarse, la
tremofemencie de me®a estd limitada a.sistemas binarios y l&a grave-—
“fad es 1la dpica fuerza externa actuendo eu el sistema, Com estas 3
consideraciones, Xkas ecuacioues de cambio asumen 1as formas mas fa-
miliaressmostrada en la Tabla V.

< Br la ecuacidn gd (®abla V), dltimo t€rmino representa la ccn

“tribucidn de emersla debidas a remccidn quinica y efectos de calor-

én mezeclados., A menudo estas contribuciones y el téruivo de &idips
¢idn viscosa son pequefios compaivadios &l té€rmino de comduccidn de qé
lor y pueden ser eliminadés_

Habiendo derivado 1las ecuacioses de cambio y simplificdudolas-
a formas que pueden ser aplicadas a problemas de ingeplerla vomos a
ver 1Los 4 caminoes en los cudles con usados para obteper informacidu

acerca Ge provlenas reales que envuelven transierencias - de

cmomentum ¥y ocllor,
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