CAPITULO 4
DESCRIPCION Y ANALISIS DE LA INFORMACION

Para el presente capitulo describiremos tres elementos: Las asignaciones de los
subniveles de Van Hiele, las categorias de demostracién utilizadas por cada
estudiante y una valoracion global sobre la relacion entre el subnivel de Van Hiele
y las categorias de demostracion usadas, incluyendo un resumen de los apartados

anteriores (entre otros componentes).

Los analisis puntuales se presentaran a la par de la revisiébn de cada hoja de
trabajo, haciendo notar que el objetivo central de las actividades fue la asignacion
de un determinado subnivel de Van Hiele. Los dos elementos de interés son: El
subnivel asignado y el tipo de argumentacién que aparece en la hoja de trabajo.
En cuanto a la interpretacién de la argumentacion usada para validar las
conjeturas, se utilizé la estrategia de contrastar las respuestas de las hojas de
trabajo con la revision de su postura durante las discusiones grupales (con el
apoyo de las grabaciones de video y, en ocasiones, mediante cuestionamientos
directos al estudiante sobre el argumento utilizado al final de la sesion, con la

intencion de no influir en la fase 3).

A manera de resumen, se incorpora una seccién donde se ilustran los perfiles de
los estudiantes seleccionados, con la intencién de ampliar la panoramica del
escenario y que la investigacion logre ser de mayor utilidad para el lector. Entre las
caracteristicas de mayor relevancia, estan las modificaciones de las formas de
probar y argumentar usadas por los alumnos escogidos, asi que aprovecharemos
la seccidn final para integrar los distintos tipos de prueba, relacionandolos con los
subniveles de Van Hiele durante el desarrollo de las actividades.
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PRESENTACION DE RESULTADOS

El mecanismo de exploracion consistié en la aplicacién de un examen diagnéstico
(con el fin de hacer la seleccion de casos de la manera mas obijetiva posible), la
realizacion de las 12 hojas de trabajo y un examen final (donde se solicitaban
demostraciones de manera explicita). Para organizar los resultados obtenidos de

la exploracion, los presentaremos de la siguiente manera:

% Distribuimos 5 apartados de andlisis, los primeros 4 abordan cada nivel de
Van Hiele de manera independiente y el Ultimo se concentra en las
demostraciones de las conjeturas hechas por los estudiantes, durante la
resolucion de las hojas de trabajo. Podemos afirmar que el andlisis final es
considerado el de mayor relevancia para la investigacion, por el tipo de
actividades que fueron solicitadas a los estudiantes.

% Para cada apartado, iniciamos con una breve descripcién del tipo de
actividades a realizar, observaciones sobre las respuestas obtenidas (grosso
modo) y cerramos con una valoracién individual sobre el rendimiento de cada
caso (en esta seccidn se presenta la asignacién de los subniveles y los tipos

de argumentacion utilizados).

ANALISIS DEL PRIMER NIVEL DE VAN HIELE
(Hojas de trabajo No.1 y No. 2).

El tipo de actividades solicitadas se limitan al manejo de la traslacibn como
manipulacion de figuras y la caracterizacién de la misma con base en elementos
visuales. Las acciones concretas que se solicitan al estudiante son: La
identificacion de figuras e imagenes superpuestas que coinciden al hacer
deslizamientos rectos y la discriminacién entre parejas de figuras trasladadas y no
trasladadas, en vias de caracterizar la transformacion (mediante elementos de tipo
visual). El papel de estas hojas de trabajo consiste en facilitar una primera
percepcidn del concepto de traslacion.

50



Entre las observaciones generales, podemos mencionar las pocas ocasiones en la
que fue utilizado un lenguaje disciplinar, postura que era necesario asumir para
ser congruentes con las exigencias del primer nivel de Van Hiele. Con respecto al
rol asumido por los estudiantes, durante la resolucion de las primeras hojas de
trabajo, un par de estudiantes intenté mantener un lenguaje matematico (uno de
ellos esta entre los casos seleccionados, el cual corresponde al individuo
etiquetado con la letra “C” y sus intervenciones las discutiremos posteriormente),

pero desecharon esa postura al involucrarse en las discusiones grupales.

Para el primer nivel de Van Hiele, uno de los utilizados como filtro para la
seleccion de los casos, se observd una variedad de respuestas pero sin una
diferencia significativa entre las conclusiones a las que llegaron los estudiantes, lo
cual tiene relaciébn con la libertad de la exploracién solicitada y el tipo de
exigencias. En cuanto al andlisis de esta seccidn y considerando la similitud de las
respuestas, nos limitaremos a desglosar lo relacionado a las fases 3, 4 y 5 del
nivel (las cuales corresponden a la hoja de trabajo No. 2).

Para la realizacion de la hoja de trabajo No. 2, los estudiantes tenian la libertad de
solicitar lo que consideraran necesario para cumplir con las actividades (dentro de
las opciones escritas en sus hojas de trabajo), la actividad se llevo a cabo durante

la tercera sesion y no fue necesario recurrir a tiempo adicional.

Caso A:

Fue el primer estudiante en presentarse y por ello inicio la actividad antes que el
resto de sus comparieros, solicité una regla hasta después que sus comparneros la
pidieron (por los trazos elaborados, es evidente que completo la primera actividad

sin el uso de este instrumento).
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ACTIVIDADES:

- Dada la siguiente figura y un vector fijo, obtén la imagen trasladada de la figura en la
direccion definida por el vector (utilizando papel carbén, hojas blancas y juego

geométrico). .
- Elabora las traslaciones solicitadas.

-

D

# N

1. Discute con tus compafieros un método para trasladar la figura en la direccion y
magnitud dadas (de tal manera que los puntos marcados coincidan después de la
traslacion). Escribe tus conclusiones, fruto de la discusion.
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Fig. N1.A.1°

La actividad 2 corresponde a experimentaciones adicionales de traslacion (con
escenarios similares a la actividad 1, pero incorporando trazos curvos), con la

finalidad de que puedan desarrollar una estrategia manual para realizar la

transformacioén.

® Para facilitar revisiones posteriores, se utilizard nomenclatura con el siguiente formato: Nivel de
Razonamiento. Caso de Estudio. Nimero de imagen. Es decir; la figura N1.A.1 representa la primera

figura del caso A, para el Nivel 1.
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3. En la siguiente hoja aparecen varias figuras, intenta aparear las que pueden tomarse
una como traslacion de otra. Si son traslaciones, marca con lapiz el vector que las
genera, de lo contrario, justifica sus limitaciones.
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4. Haz un resumen sobre las caracteristicas que identifican a las traslaciones, es decir,
(Cémo identificas que una figura es una traslacion de otra (visualmente)? Justifica
ampliamente.
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Fig. N1.A.2
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La actividad final, la cual corresponde a la fase 5 del nivel, consisti6 en la
clasificacion de parejas de figuras entre traslaciones y no traslaciones. La
estrategia usada como criterio para aparear las figuras es similar a la presentada
en la primer actividad de la hoja de trabajo; podemos observar el uso de
segmentos de recta punteados (los cuales representan la direccion del vector de
traslacion y un vector resaltado sobre el segmento, para evidenciar la magnitud y
el sentido). Al observar las construcciones de los segmentos de recta (con los que
se avalan las parejas de figuras trasladadas), es posible observar una estrategia
recurrente, la cual consiste en la seleccion de puntos homélogos de manera
intuitiva (es notorio en los puntos marcados para relacionar las imagenes del
“lebn” y la “hamburguesa”), este método nos hace suponer que su discriminacién
de parejas no se basa en la construccibn de los segmentos sino en la
comparacioén global de las duplas de imagenes (el trazado de las rectas pretendia
cumplir un papel de verificacion, en un intento de imitar las herramientas utilizadas

por el profesor y las planteadas en las hojas de trabajo).

El estudiante se mostré pasivo durante las discusiones grupales del nivel, pero sus
estrategias para la resolucion de las hojas de trabajo siguientes se vieron
altamente influenciadas por comentarios de sus comparneros. En cuanto a los
fases 4 y 5 (exploracion libre e integracion, respectivamente), se mantuvo
apegado a los requisitos del nivel y no puso en juego herramientas propias de su
formacidn, esto ultimo puede ser interpretado de tres maneras; La primera opcion
es el cambio en la dinamica de clase utilizada (comparada con el trabajo
tradicional en los cursos de la carrera), una segunda alternativa es que no cuenta
con herramientas que faciliten las exploraciones propuestas o, en su defecto, las
actividades fueron tan poco desafiantes que no demandaron el uso de métodos

mas complejos.

Como resumen, el estudiante cumple satisfactoriamente con las primeras hojas de
trabajo (considerando los elementos que se evaluan), pero con algunos detalles
de lenguaje que pueden complicar las discusiones grupales en niveles de

razonamiento posteriores; por ejemplo, durante la discusion (y también lo declara
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en la respuesta a la pregunta 5) utilizé recurrentemente el término “direccion” para
referirse a la inclinacion de las figuras, ya que al momento de compartir su
estrategia con el resto de sus comparferos, dijo que era necesario que “los
animales estuvieran en la misma direccion” y cuando se le pidié que clarificara tal
idea dijo: “Es como si los animales vieran hacia el mismo lado”, por ello podemos
asumir que se refiere a la inclinaciéon. En cuanto a las categorias de demostracion,

no habra evaluacién al respecto dado que no fue solicitada prueba alguna.

Caso B:

Para la resolucién de la hoja de trabajo, solicité regla y papel carbdn (pensando en
acelerar la exploracién y el uso que le daria a la hoja de carbdn, se le entregd una
copia en blanco de su hoja de trabajo).

55



ACTIVIDADES:

- Dada la siguiente figura y un vector fijo, obtén la imagen trasladada de la figura en la
direccion definida por el vector (utilizando papel carbén, hojas blancas y juego
geométrico).

- Elabora las traslaciones solicitadas.

1. Discute con tus compaiieros un método para trasladar la figura en la direccién y
magnitud dadas (de tal manera que los puntos marcados coincidan después de la
traslacién). Escnbe tus conclusiones, fruto de la discusion.
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Fig. N1.B.1

3. En la siguiente hoja aparecen varias figuras, intenta aparear las que pueden tomarse
una como traslacion de otra. Si son traslaciones, marca con lapiz el vector que las
genera, de lo contrario, justifica sus limitaciones.
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4. Haz un resumen sobre las caracteristicas que identifican a las traslaciones, es decir,
.Cémo identificas que una figura es una traslacion de otra (visualmente)? Justifica

ampliamente.
<< O Cguragiiguales dsenew NI
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Fig. N1.B.2
En las actividades relacionadas con el apareamiento de figuras trasladadas y no

trasladadas, notamos una confusion generalizada en cuanto al significado del
término “direccion”, el cual es utilizado para referirse a la inclinacidn de las figuras
trasladadas. Otro elemento recurrente es el impacto de la presentacién de

traslacibn como deslizamiento de figuras; para ejemplificar esta afirmacion
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utilizaremos las respuestas del caso “B”, donde el estudiante elabora segmentos
de recta (similares a los utilizados en la primera pregunta de la hoja de trabajo 2),
pero la diferencia significativa consiste en el papel que desempefia en las
afirmaciones del estudiante, ya que los segmentos no sustentan sus afirmaciones
hechas y podemos comprobarlo al observar la construccién del vector que
relaciona las imagenes de la “hamburguesa”, los segmentos de recta no estan
anclados en la figura y tan solo pretenden modelar un movimiento tentativo para
relacionarlas. De manera similar al caso “A”, el estudiante sustenta sus
afirmaciones en las relaciones que percibe visualmente y, en una segunda
instancia, utiliza los segmentos de recta para responder a la pregunta, sin que

éstos ultimos desemperien un papel de peso en sus conclusiones.

El estudiante manifest6 un perfil introvertido durante las sesiones, lo cual se vio
reflejado en su poca participacion durante las discusiones grupales. En lo
concerniente a las siguientes fases de aprendizaje, la actividad logré6 mantenerla
dentro los objetivos del nivel y aunque no se involucré demasiado en la fase 3, las
discusiones fueron bastante enriquecedoras para su trabajo en las siguientes
actividades.

Revalorando su desemperio en las actividades, cumple con los objetivos de la hoja
de trabajo, con respuestas apropiadas (considerando el nivel), pero de manera
similar al Caso “A”, mostr6 estar altamente influenciado por elementos perceptivos
y una revisién minuciosa de sus hojas de trabajo posteriores, permitira evaluar el

posible traslado de las confusiones observadas en sus respuestas.

Caso C:

El estudiante C, no utilizé regla y para sus construcciones sélo requirié copias de
las hojas de trabajo.
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ACTIVIDADES:

- Dada la siguiente figura y un vector fijo, obtén la imagen trasladada de la figura en la
direccion definida por el vector (utilizando papel carbén, hojas blancas y juego
geométrico).

- Elabora las traslaciones solicitadas.

1. Discute con tus compafieros un método para trasladar la figura en la direccion y
magnitud dadas (de tal manera que los puntos marcados coincidan después de la
traslacién). Escribe tus conclusiones, fruto de la discusion.
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Fig. N1.C.1

En cuanto a la estrategia utilizada, durante la discusién grupal se le pidi6 que
compartiera el método para realizar las primeras tres actividades de la hoja de
trabajo, pero la redacciéon de la pregunta a la pregunta uno deja ver que se
confundié entre la estrategia utilizada y un método general. Sin embargo, la parte
rescatable es que nos permite conocer sus técnicas de exploracion (en este caso,
aparentemente siente mayor comodidad en el plano analitico comparado con un

escenario de geometria sintética).
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En la siguiente hoja aparecen varias figuras, intenta aparear las que pueden tomarse
una como traslacién de otra. Si son traslaciones, marca con lapiz el vector que las

d Uy

genera, de lo contrario, justifica sus limitaciones.
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4. Haz un resumen sobre las caracteristicas que identifican a las traslaciones, es decir,
(Como identificas que una figura es una traslacion de otra (visualmente)? Justifica
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En cuanto a la seleccién de figuras trasladadas, fue el Unico en mencionar durante
la discusion grupal a las transformaciones distintas de la traslacion (en la pregunta
3 habla de reflexiéon y rotacién), aunque de manera superficial y sin una solicitud

de tal informacién.

Considerando el rol que asumi6 en las fases de aprendizaje, el estudiante
manifest6 las condiciones ideales de un alumno, mostrandose participativo en la
discusion e interesado en los comentarios de sus compareros, constantemente
generando un ambiente de debate, uno de los cuales se centr6 en la estrategia

para verificar que una figura es traslacion de otra.

Evaluando sus respuestas de manera integral (considerando las distintas fases de
aprendizaje), cumple con los objetivos del nivel y, aunque utiliz6 elementos
puramente visuales en la discriminacién de figuras, la fase de explicitacion le

permiti6 mostrar relaciones y propiedades de la transformacion.

Caso D:

Utilizé regla y copias de las hoja de trabajo y constantemente se preocupd por la
precision de sus respuestas, en mas de una ocasion no se retird del salon hasta
completar las hojas de trabajo (en los analisis posteriores sera notorio el tiempo
dedicado a sus respuestas).
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ACTIVIDADES:

- Dada la siguiente figura y un vector fijo, obtén la imagen trasladada de la figura en la
direccién definida por el vector (utilizando papel carbon, hojas blancas y juego
geomeétrico).

- Elabora las traslaciones solicitadas..

1. Discute con tus compaiieros un método para trasladar la figura en la direccidn y
magnitud dadas (de tal manera que los puntos marcados coincidan después de la
traslacion). Escribe tus conclusiones, fruto de la discusion.

; - T o T
Encovalon  avimeco ‘o \\nea (Hodo
J ! 3 : [ ? i
me _des LLZaba AT el oy coipnCiailera €\
b <\
~ Wil e ~ e KL o \eh v

A

L

\
Yy D

Fig. N1.D.1
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3. En la siguiente hoja aparecen varias figuras, intenta aparear las que pueden tomarse
una como traslacién de otra. Si son traslaciones, marca con lapiz el vector que las
genera, de lo contrario, justifica sus limitaciones.
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Al margen de su declaracién sobre las transformaciones de las figuras que no son
traslaciones, la respuesta tres incluye caracteristicas de las traslaciones que
distintos pares de figuras no contienen. Estas afirmaciones son mantenidas para

hacer una discriminacién de figuras trasladadas y estan contempladas en la
respuesta 4.
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4. Haz un resumen sobre las caracteristicas que identifican a las traslaciones, es decir,
¢Coémo identificas que una figura es una traslacién de otra (visualmente)? Justifica
ampliamente.
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Fig. N1.D.3

A diferencia del resto de comparieros, no solo utiliza elementos visuales, ademas
incorpora caracteristicas que conoce de la transformacion involucrada, los
elementos evidentes son el paralelismo entre los segmentos formados por puntos
homologos y la longitud Unica de los mismos (en las esquinas superiores de la
hoja aparecen tercias de numeros, los cuales parecen representar un segundo
criterio para la discriminacion), esto ultimo relacionado con la magnitud del vector

de traslaciéon. Observando los segmentos utilizados como apoyo, se evidencia el

64



uso de una estrategia perceptiva, ya que no aparecen los trazos auxiliares para
describir a los pares de figuras que si son una traslacion.

Durante la fase de explicitacion, el estudiante estaba mas interesado en escuchar
las afirmaciones de sus comparieros que en compartir las propias, cuidaba que
sus aportaciones fueran pertinentes, en los momentos en los que no contribuia,
constantemente utilizaba gestos (muecas de aprobacién, desaprobacién,
confusion, etc.). En lo concerniente a la fase de integracién, involucrd propiedades
de manera explicita en sus respuestas, lo cual nos hace afirmar que no sélo

cumplié con los objetivos del nivel sino que fueron superados.

OBSERVACIONES DEL NIVEL 1

Como estrategia didactica y dado que la mayoria utilizé un sélo segmento para
discriminar entre figuras trasladadas y no trasladadas (salvo el caso D),
consideramos apropiado cuestionarlos sobre la posibilidad de que las figuras
estuvieran inclinadas 1°, de tal manera que fuera imperceptible a la vista y como
se verian afectadas sus respuestas al considerar tal reflexion. Durante la discusién
grupal, los casos B y C hablaron (complementandose) sobre construir mas de un
segmento y usar el paralelismo (entre los segmentos formados por puntos
homdlogos), fue en este momento cuando el caso D compartié su estrategia, la
cual fue aprobada por su practicidad.

Los casos seleccionados cumplieron con los requerimientos del nivel, todos son
capaces de construir traslaciones mediante la manipulacion de figuras
(concretamente con el deslizamiento sobre una recta, una distancia dada) y de
discriminar visualmente pares de figuras trasladadas de figuras no trasladadas.
Considerando lo poco exigente de las pruebas solicitadas en las actividades, las

categorias de demostracion no tienen cabida en el apartado.
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ANALISIS DEL SEGUNDO NIVEL DE VAN HIELE
(Hojas de trabajo No.3, No. 4, No.5 y No-5b).

Pensando en dar seguimiento a las hojas de trabajo anteriores y el cierre de la
discusion grupal, sobre la necesidad de verificar para mas de un segmento, las
hojas correspondientes al segundo nivel de Van Hiele incorporan caracteristicas
aisladas de la traslacién, con la intencion de asignar un papel relevante al vector
de traslacién. Con la finalidad de reorientar la afirmacién sobre deslizamientos
para identificar traslaciones, se realizan exploraciones que pretenden encaminar al
estudiante a descubrir distintas propiedades como: el paralelismo entre los
segmentos formados por puntos homodlogos, la inclinacion de las figuras
(utilizando el paralelismo de segmentos homdlogos) y relacibn de las

caracteristicas con los elementos definitorios de los vectores en el plano.

Por las expectativas del nivel, en algunas ocasiones se incorporan exploraciones
dirigidas en un ambiente de geometria dindmica y con un lenguaje matematico
mas extenso. Dos de las actividades fueron realizadas en el centro de cémputo y
el resto en el salon de clases, se incorpord una sesion adicional (posterior a la
hoja de trabajo 5-b, para que los estudiantes tuvieran la oportunidad de construir

una definicion de traslacion en el plano sintético).

Para responder a las hojas trabajadas en el salon de clases, a los estudiantes se
les proporciond una regla y hojas blancas. Considerando las actividades
solicitadas en la presente seccidn, los elementos incorporados para el analisis se
enfocan en las respuestas donde realiza alguna afirmacion de peso o conjetura
concreta, aclarando que la interpretacion de las estrategias de argumentacién
usadas por los estudiantes son las observaciones de interés.
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Caso A:

ACTIVIDADES:

- Utiliza el siguiente dibujo, donde se ilustra un poligono (F) y su traslacién (F)a
través del vector sefialado, toma un punto de la figura original (utiliza lugares clave
de la figura para no complicar la bisqueda como: los vértices del poligono, los
puntos medios de los lados, etc.) y llamalo P. Posteriormente encuentra su
correspondiente de la figura trasladada (etiquétalo con el simbolo P’).

- Uneel punto P con ¢l punto P’ por medio de un segmento.

- Responde las preguntas utilizando tu juego geométrico

- Experimenta para més puntos de la figura y verifica tus conclusiones.
: A
S

e S \

S SIA

Al segmento que trazaste le llamaremos PP’

1. Comparando la magnitud del segmento PP’ y el vector de traslacién (flecha que define
la magnitud v d'irecci(jn del movimi?nto). ¢ Cémo son las longitudes de los segmentos?
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Fig. N2.A.1

Siguiendo las instrucciones, el estudiante mide los segmentos construidos vy
compara las longitudes con la magnitud del vector de traslacion original (dado que
la pregunta incide en la estrategia del estudiante, seria poco objetivo evaluar la

argumentacion en este momento).
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- Experimenta con mas puntos. ;Sucede lo mismo para los demds puntos con los cuales
experimentaste anteriormente? _<—1\ _ Verificalo para al menos 2 puntos mds de la figura y
anota tus observaciones: i

-\ \_ Ve (e A} & (1 ’\\( v U+ de C b CA T OHIC WG [

Exoocen

4 B

De manera complementaria, se le solicita que verifique su afirmacién para distintos

puntos

elaborada puede interpretarse como un primer acercamiento a la definicién

puntua

abandonadas posteriormente durante la sesion destinada a la construccidén de una

definici

nivel).

Fig. N2.A.2

(sin tener acceso al software de Geometria Dindmica), la comprobacion

| de traslacion. Las consideraciones expresadas por el alumno son

6n de traslacion por el salén (correspondientes a la fase 5 del segundo

2

¢Qué angulo forman el segmento PP’ y el vector de traslacion?

ﬂe

A

- Nuevamente, experimenta con mas puntos. ;Mantienes tu respuesta anterior? jPor qué?
- Anota tus observaciones:

i“\ 1 It b ” & 2. . Y
Wie OMNCNA ;Y (,jﬁ c1ve Se. AOnN g = Lm0 o e
™\ O \ ’“\ < UL {) .‘ (| 3(1\ /‘='K" f @] s i.
3. Dlscute con tus compaﬁercs lo que observaste y anota tqu conclusnones‘"’
Cocfidin. T se0e \Os N s o e r”}..‘.'::,
'\l‘ AO M=y T(}f ¥ Yee C1Q ¥ C{ Je '\ a f 'n enL Oy T‘
4. Seiiala (remarcando con tu lapiz) uno de los lados de la figura original (F), de igual

manera indica el correspondiente “lado” de la figura trasladada (F’). ;Qué é&ngulo
forman los segmentos sefialados?
N

Mide los lados sefialados (el de la figura original y su correspondiente de la fi gura
trasladada) y compara las medidas ;Como son entre ellas?
Elabora una conclusnon sobre los angulos y mechdas de lados homélogos

| D {_1’\-"\'— =10 ?"‘LU\FN
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- Nuevamente, experimenta con otro par de lados de la figura F. ;Mantienes tu conjetura?

,Por qué? \ \ A & coy . l
> L\ NedX\M e \OS  ndOs  Siaclfl >lendd
ANUA N far < G M= N AL on o) A
b e ~\ 2oy AL YN (ST O ~

L\i )€ E220: AN\ NN\ (A AN BB A 1 ) ()

5. Utilizando tu exploracion anterior, elabora una conclusion sobre las caracteristicas que
comparten los objetos y sus traslaciones; es decir, define cuando una figura F’ es una

traslacion de otra.

& &
LUONAD e

] 4 3 0 [ :
. \ A2 A~ { ] L Wiz
r\‘.'é- . \\I',-Q;\r\.‘f\\.: A = oY) LGN -\ 2~ s

Ve 5 p= g BT — )

(A ~~ i % ¥ f v LM
AL el o N (/'r_(_“\\,_f.(!.

a

J

Fig. N2.A.3

Nuevamente aparece la confusién con el término “direccion’ (obsérvese las
preguntas 3, 4 y 5). Al margen de la recurrencia de la confusién con el término,
para la presente hoja de trabajo el estudiante declara dos afirmaciones de peso
para la transformacién de traslaciéon, la cuales son: “Los lados son iguales (son
congruentes)” y ‘los lados/...] estan en la misma direccion (son paralelos)’
reiterando la conclusién en el inciso final de la pregunta 4. Una aclaracion sobre la
estrategia de argumentacién, es el uso de mediciones marcadas en su hoja de
trabajo para redactar las conjeturas. En la terminologia de Rodriguez aparece un
argumento inductivo de ejemplo genérico, por basarse en mediciones y ejemplos
especificos, tomados bajo la premisa de ser representativos (nuevamente se hace
la aclaracién de la influencia de la exploracién guiada, asi que asumiremos una
postura de especulacion hasta contrastar las afirmaciones con las respuestas

obtenidas en el examen final).
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ACTIVIDADES:

1.- En cada una de las siguientes cuadriculas, decir cuales son traslaciones y cuales no
(considera como figura inicial la de color azul y como imagen final a la figura roja. Para
cada caso identifica el vector de traslacion (escribiendo sus coordenadas y dibujandolo a
partir del “origen” en el plano cartesiano) ¢ argumente las caracteristicas de la
transformacion que no se cumple
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\

Fig. N2.A.4
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Fig. N2.A.5

Al observar la hoja de trabajo 5, el estudiante elabora trazos auxiliares para
verificar que una figura es traslacion de otra. En los cuadros 1, 3 y 6 incorpora
segmentos entre vértices representativos para realizar las comparaciones
(utilizando la estrategia presentada por sus companeros en la discusion grupal del
primer nivel). En un par de ocasiones aparece una confusion sobre el sentido del

vector de traslacion, pero fue corregido durante la discusién grupal.
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2.- Para la siguiente actividad considera la figura azul como la inicial, identifica los
vectores que generan las traslaciones correspondientes a cada caso (roja y verde). Ademas,
identifica sus coordenadas de los vectores de traslacion y anotalas en la parte inferior del
cuadro (dibdjalo en el plano cartesiano, a partir del “origen”).
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Azul — Rojo ( 2 ) Azul — Rojo 4 .-2).
Azul — Verde O W Azul — Verde (=S .-%)

Incorporando una versidn alternativa del tratamiento de la cerradura de
traslaciones, la actividad 5 es considerada concluida hasta resolver la hoja de
trabajo 5b, en la cual se relacionan los vectores de traslacion de distintas figuras
(con la intencién de promover el uso de la composicién de traslaciones para

describir nuevas traslaciones).
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Producto de tu experiencia con las actividades anteriores has generado algunas
conclusiones sobre las propiedades que debe de cumplir una figura para ser la traslacién de
otra. :

ACTIVIDADES:
Haz uso del software GeoGebra para responder las siguientes preguntas:
1. Abre el archivo “Traslacién 37, aparecen varios elementos.
- Intenta mover los elementos que aparecen. ;Qué observas? ;Cudles son los objetos
del archivo que puedes manipular? i
Los \3&(10} vy oo N LN aroliif biev 1@
i \(30 O & Zol . <og V‘F“l.r“““("‘;l\ P aNEYWNS  C 1., ey N\ I
OOl Se olkgenya O da FQUNa vove y a7 1 toman sU-
Pite v O (\O ( rf’\\j}\ l‘ &‘W—\v\leﬂ i[“,‘\(r goe < r.rn\,r’,iiﬁ omple ‘/"/I“ =te | G ‘
- Enlista los elementos que el software te permite mover y describe el efecto enr elrtesto;} Lo e kert dy

O\r v yey A
de los objetos al hacer dicha manipulacion (para responder a ésta pregunta mueve un 3 neEd f

L

objeto a Iavez) ‘ : SenPicdo
*’: \ \lecdoy \1 :- = S ) ) D Jr \ClC~ i‘?@/‘ﬁ‘};‘:ﬁr} ?({ ]/!(:43:_/;‘/.;,4,
v Die B n = [ '.A’T*fg( g ‘ B
Neet 20 i \pJ ST R e (W
(el s - (© ; _‘
@ \'C“Uf oA Movemas la cq e Az e (rieien leis
\{(f( O ¢ \ Mcavvn lago.

s UtlIlzando el plano cartesiano, coloca los vectores V 'y W en cualquier posicién del
plano ;Cuales son las coordenadas seleccionadas para cada vector? ;Qué objetos se
movieron y cudl es el efecto de ;elecc;onar tales coordenadas en ellos?

:'f‘{ 2\ \s _uU- {% ol \i‘\ Sl e MJeNen

\ &s 100y ) (i , Fovy <p \le
) ~ 1

- Qué representa cada uno de los vectores del archivo (V WyT 2 =
el Ve | QY \f \"«._- Piesentes A ALIECE (G ()(,-_ \ o
b B vt ek SR N A fN\ o d-(a ffja’/f/ Vercle
~ v

- ,LCual es la relacién entre el vector T y los vectores Vy W’? ;
N gre sviles e s oectoves  los ﬂC/] cJ
ex\ e\ oFto-ed] P s O e (l( )

efoamadas TN s =olo Youowresi Mo K Cju’(d

REEL
|\ — UJ — \ J
- Experimenta para distintos valores de V y W, ;Mantienes tu respuesta anterior? (_,Por
que?

Fig. N2.A.7
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Anota tus observaciones:

By '."‘L,"; O Y F\J J'(’: o &KQ\Qu= YN Ae Weellr “.: O
5 \ \ e s i, T )
A\ vraXe e N N

[S]

Elabora una conclusién sobre la relacion de los vectores que trasladan
‘consecutivamente a una figura geométrica, considera que conoces las coordenadas de
los vectores de traslacién. Desarrolle su conclusidn suponiendo que los vectores tienen
coordenadas V= (v, v2) y W= (w, wa).

S

COmny Usrass Nee Yoves N=EUn Moy u W) =
N0 opu o ; ClLE Sl Ove o Nen amie By .
g, 4 e \U\J Ay e (A e con lp gye pla 1 Camos
(  We geeda con\tineidd Ooe seerm T =\J—uJ
T e W=l | " ‘\1' T t‘- X ol ) Jy ) —{ A [1— W .fr/
Fig. N2.A.8

Las discusiones grupales del segundo nivel de razonamiento contaron con una
mayor participacion del estudiante, aunque el rol que asumié nuevamente fue
pasivo y se limitaba a escuchar las estrategias usadas por sus comparieros, sin
tener mucho interés en compartir las propias. No logr6 completar la fase de
exploracion libre en una sesidén (correspondiente a la hoja de trabajo 5 y 5b), asi
que tuvo que recurrir a tiempo de la siguiente clase (la pérdida de la secuencia
influyé considerablemente en sus conclusiones, esta afirmacion es evidente al
evaluar las respuestas 1 y 2, por lo contradictorio de las mismas). Para evaluar la
fase 5, a los estudiantes se les planted el desafio de disefiar una definicion
“correcta” de traslacion, el estudiante “A” consider6 las propiedades de paralelismo
de segmentos entre puntos homdlogos y la longitud de los trazos, resaltando en su
definicibn elementos de tipo visual, pero sin el uso de herramientas que le
permitan asegurarlas (particularmente con la propiedad de paralelismo). El
argumento fuerte en el que sustenta la definicién es de tipo perceptivo, sin llegar a

enriquecerlo con el uso de mediciones.

Resumiendo el desempeno del caso “A”, identificamos una adaptacion en cuanto
al lenguaje y una mejora significativa con respecto a las estrategias de

exploracion. Aunque no tenemos evidencia de que asimile los métodos de manera
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apropiada su uso es aceptable. Las respuestas son evaluadas de manera
satisfactoria, considerando los requisitos del segundo nivel.

Caso B:

ACTIVIDADES:

- Utiliza el siguiente dibujo, donde se ilustra un poligono (F) y su traslacién (F’) a
través del vector sefialado, toma un punto de la figura original (utiliza lugares clave
de la figura para no complicar la busqueda como: los vértices del poligono, los
puntos medios de los lados, etc.) y lldmalo P. Posteriormente encuentra su
correspondiente de la figura trasladada (etiquétalo con el simbolo P’).

- Une el punto P con el punto P’ por medio de un segmento.

- Responde las preguntas utilizando tu juego geométrico

- Experimenta para mds puntos de la figura y verifica tus conclusiones.

2

Al segmento que trazaste le llamaremos PP’

1. Comparando la magnitud del segmento PP’ y el vector de traslacion (flecha que define
la magnitud y direcciéon del movimiento). ; Cémo son las longitudes de los segmentos?
igualtes
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Experimenta con mds puntos. ¢Sucede lo mismo para los demés puntos con los cuales

experimentaste anteriormente? S | Verificalo para al menos 2 puntos més de la ﬁgura y
anota tus observaciones:

Pava Yos : oundog Ou O e\ cegmento < W,
las une Mene o "owemor Yonodud Qe
FF\L\%UQ\ Lofe ae. -\ Jé;?.gmﬂ“nl_««o Mg

Fig. N2.B.1

2. ;Qué dngulo forman el segmento PP’ y el vector de traslacion?

Nuevamente, experimenta con mas puntos. g,Mantienes tu respuesta anterior? ;Por.qué?
- Anota tus observaciones: \ :
Suce o s, 'oorgue. Yodos \DS

el s €0 mentoc <o PMTCA\-G’\H o\ vedk or B

3. Discute con tus companeros lo que observaste y anota tus conclusmnes :
Cuomne § Lene \O.; s\ ol med; '-; \Q
prgme  Owedc S n Que Uno 'fv.gn;-r ot

4. Sefiala (remarcando con tu ldpiz) uno de los lados de la figura original (F), de igual

manera indica el correspondiente “lado” de la figura trasladada (F’). ;Qué angulo
forman los segmentos sefialados?

o

Mide los lados sefialados (el de la figura original y su correspondiente de la figura
trasladada) y compara las medidas ;Cémo son entre ellas?

- Elabora una conclusién sobre los dngulos y medidas de lados homélogos
—34%0n TQuoles.

—los &\‘\éx:ka"i 500 Q,\;’O Que los \odos son oo\l
] i

- Nuevamente, experimenta con otro par de lados de la figura F. ;Mantienes tu conjetura?
; Por qué?
otorq
25, o Que #oéo\s \ag \0@05 de \o
Eoyta Son 0Q-aleXds o 505 corresoon -
d¥ntes en \& Yvas \oitssn.

5. Utilizando tu exploracion anterior, elabora una conclusion sobre las caracteristicas que

comparten los objetos y sus traslaciones; es decir, define cuando una figura F’ es una
traslacion de otra.

y .
Cuom do F deeve log WK NMAS 'f‘r*cif?)wéfls v la
Mty Sive Kide Que (N Q "g-:ija,ﬁ'f"“'l L S

Fig. N2.B.2

De manera similar al caso anterior, el estudiante resuelve la actividad mediante el

uso de mediciones de los trazos elaborados, construyendo una conjetura

76



aceptable sobre las caracteristicas de los segmentos formados por puntos

homaélogos.
ACTIVIDADES:
1.- En cada una de las siguientes cuadriculas, decir cudles son traslaciones y cuales no
(considera como figura inicial la de color azul y como imagen final a la figura roja. Para
cada caso identifica el vector de traslacion (escribiendo sus coordenadas y dibujandolo a
partir del “origen” en el plano cartesiano) 6 argumente las caracteristicas de la
transformacioén que no se cumple
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Fig. N2.B.3
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Fig. N2.B.3

En la hoja de trabajo numero 5 aparece una correccion en cuanto al término
“direccion’, sustituyéndolo por la palabra “orientacion” al describir las
transformaciones del segundo y quinto cuadro (nuevamente hacemos la
aclaracion sobre la interpretacion del término “orientacion’, al ser utilizada para
referirse a la inclinacion de las figuras). La herramienta para asegurar que una
figura es traslacién de otra, consistié en marcar puntos homélogos y hacer conteos
de las unidades en direccién vertical y horizontal, si los desplazamientos
coincidian para al menos 2 puntos (y sus correspondientes homdlogos) se tomaba

como una traslacion y se utilizaba un método similar para marcar el vector.
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2.- Para la siguiente actividad considera la figura azul como la inicial, identifica los
vectores que generan las traslaciones correspondientes a cada caso (roja y verde). Ademas,
identifica sus coordenadas de los vectores de traslacion y andtalas en la parte inferior del
cuadro (dibijalo en el plano cartesiano, a partir del “origen™).
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\
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—h4?

Azul — Rojo =£.,2) Azul — Rojo (=4, -2)
Azul — Verde 2.2 Azul — Verde =%,.=#)

Fig. N2.B.4

El estudiante no realiz6 la hoja de trabajo 5b, cumpliendo solamente con las fases
3y 5, sin asumir un papel de peso en ninguna de ellas. Durante la ultima sesién,
donde construyen la definicién de traslacién, fue la primera en llegar y por ello
construyd una primera version del término (el cual fue aprobado y asumido como
propio por los estudiantes “A” y “C”, este ultimo lo enriquecié considerablemente
en mas de una ocasion), la definicion tomaba como pilar a la inclinacion de las

figuras (manifestando constantemente como sinénimos a “orientacién”, “direccion”

e “inclinacion”).

El desempefio del estudiante es aceptable, considerando que es capaz de
identificar propiedades de manera parcial, sin relacionarlas apropiadamente, pero
los elementos de su definicibn muestran una fuerte influencia perceptiva, ademas

del traslado de confusiones en la terminologia utilizada.
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Caso C:

L

ACTIVIDADES:

Al segmento que trazaste le llamaremos PP’

Utiliza el siguiente dibujo, donde se ilustra un poligono (F) y su traslacién (F’) 4
través del vector seiialado, toma un punto de la figura original (utiliza lugares clave
de la figura para no complicar la bisqueda como: los vértices del poligono, los
puntos medios de los lados, etc.) y llamalo P. Posteriormente encuentra su
correspondiente de la figura trasladada (etiquétalo con el simbolo P*).

Une el punto P con el punto P’ por medio de un segmento.

Responde las preguntas utilizando tu juego geométrico

Experimenta para mds puntos de la figura y verifica tus conclusiones.

Comparando la magnitud del segmento PP’ y el vector de traslacion (flecha que define
la magnitud y direccién del movimiento). ;Cémo son las longitudes de los segmentos?

¢ ' A4ty a

Experimenta con més puntos. bSucede lo mismo para los demds puntos con los cuales
experimentaste anteriormente? Verificalo para al menos 2 puntos mds de la figura y
anota tus observac:oncs

la s LS Taw C. =S (o Co

|
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Fig. N2.C.1
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2. (Qué angulo forman el segmento PP’ y el vector de traslacion?

L - ¥ 1[ = | S .
heo g < o - cSequcqto s | yAale 1o 3

- Nuevamente, experimenta con méas puntos. ;Mantienes tu respuesta anterior? ; Por qué?
- Anota tus observaciones:

~

<, ¢ (PRY q’ g lér"/ L £ -f.«._w‘ % v Fer q léa wveS.

3. Discute con tus compaiieros lo que observaste y anota tus conclusiones:

F 2= o twn Sia &

= i

‘o et ] = S 5P CF¥e g

4. Seiiala (remarcando con tu lapiz) uno de los lados de la figura original (F), de igual
manera indica el correspondiente “lado” de la figura trasladada (F’). ;Qué angulo
forman los segmentos sefialados?

v Ma f S oA

- Mide los lados sefialados (el de la figura original y su correspondiente de la figura
trasladada) y compara las medidas ;Como son enure ellas?
- Elabora una conclusidn sobre los angulos y medidas de lados homélogos

; - . 1 L .
G a e ™, L= fien G, 00l R, W G e ¢ L

g Aedeo S de Mo ) Acal Seples en T S,

- Nuevamente, experimenta con otro par de lados de la figura F. ;Mantienes tu conjetura?
,Por qué? o _ _ - i
S Wa o qf fzf’u f’-. a e, 4 y € Ae le e Choe?? ¢ 1 rn ] i

(A vy S L O )

(A

5. Utilizando tu exploracidn anterior, elabora una conclusién sobre las caracteristicas que
comparten los objetos v sus traslaciones; es decir, define cuando una figura F” es una
traslacién de otra.

] ™

- < G X o oF { Cond’ €y ic

Fig. N2.C.2

El la pregunta final de la hoja de trabajo 3, se les cuestiona sobre las

caracteristicas que comparten los elementos y sus traslaciones (con la intencidn

de mejorar los criterios declarados en la actividad anterior). El estudiante “C”

menciona el paralelismo de los vectores de traslacién (en plural, manifestando una

diferencia entre vectores al cambiar su punto de aplicacién).
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ACTIVIDADES:

1.- En cada una de las siguientes cuadriculas, decir cudles son traslaciones y cuales no
(considera como figura inicial la de color azul y como imagen final a la figura roja. Para
cada caso identifica el vector de traslacion (escribiendo sus coordenadas y dibujandolo a
partir del “origen” en el plano cartesiano) 6 argumente las caracteristicas de la
transformacion que no se cumple
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Fig. N2.C.3
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2.- Para la siguiente actividad considera la figura azul como la inicial, identifica los
vectores que generan las traslaciones correspondientes a cada caso (roja y verde). Ademas,
identifica sus coordenadas de los vectores de traslacion y andtalas en la parte inferior del
cuadro (dibtjalo en el plano cartesiano, a partir del “origen”).

~ .
/ . N

\J ’ /. {/.

~L |/ F/

Azul — Rojo s ; 3 Azul — Rojo (=€ ,=2
Azul — Verde Lasiy 1) Azul — Verde 4 ,-1)
Fig. N2.C.4

Reitera el criterio basado en el paralelismo de los vectores, para distinguir a las

traslaciones. Esta postura se arraigben las creencias del estudiante al grado de
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utilizarla como elemento definitorio para la transformacion de traslacion, a

continuacién se incluye la versién que redacté para referirse a la traslacion:

Fig. N2.C.5

El estudiante asocia de manera aislada distintas propiedades de la traslacién, pero
se siente en condiciones para elaborar una definicibn y presentarla para el
consenso del grupo. La definicibn menciona propiedades, pero con una aparente
inclinacion al uso del paralelismo como elemento central (la aparente tendencia
puede ser interpretada como redundante, ya que el hablar de “vectores iguales”
implica el paralelismo), durante las discusiones enriquecié distintas definiciones de
sus companeros al incluir el paralelismo. El descuido constante del vector de
traslacion como propiedad definitoria no fue compartido por 3 de sus companeros
(entre los cuales destaca el caso D) y el escenario permitié construir dos equipos
con la intencién de refutar las definiciones elaboradas por el equipo contrario.

Las respuestas de la hoja de trabajo, muestran su conocimiento sobre
propiedades de la transformacion, aunque sin llegar a relacionarlas de manera
apropiada (elemento central para el nivel 2). En cuanto a los sustentos de sus
afirmaciones, por el peso de la propiedad de paralelismo y la omisién del papel del
vector, muestran una categoria de induccion con ejemplo genérico pura. El
estudiante se desenvolvié apropiadamente y se considera que cumple los

requisitos para continuar con el siguiente nivel.
Caso D:

Aunque el estudiante tuvo repetidas faltas durante las actividades del segundo
nivel, particip6 en la resolucion de la hoja de trabajo 5-b y la sesion dedicada a la

definicidén de traslacién.
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La definicion presentada a la clase fue la siguiente y, a diferencia del caso C,
construyé la transformacion a través de la manipulacién puntual (con esto ya no se
consideraban la figuras como un todo, la cual se convirtié en una técnica usada de

manera recurrente por algunos de sus comparnieros).
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Fig. N2.D.1

Las hojas de trabajo son satisfactorias y aunque no se completaron todas las
actividades, fue bastante eficiente y activo durante las fases 3 y 5. El estudiante
asumié el papel de lider en el debate donde se compararon las definiciones
creadas por dos equipos y su prioridad fue la consistencia de su definicién (en la
hoja que incluye su versidén personal aparece, en la parte superior derecha, un
dibujo que aparenta ser una verificacién del enunciado). Comparando la definicion
con el “caso C”, en ésta versidn podemos observar a la trasformacion como una
instruccién puntual, lo cual facilita su uso. Cuando se discutié sobre las diferencias
entre los enunciados, el estudiante fue capaz de generar un contraejemplo

convincente para refutar la definicién basada en paralelismo.

El estudiante no sé6lo puso en evidencia la identificacion de distintas propiedades,

ademas fue capaz de relacionarlas apropiadamente y generar conclusiones mas
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complejas, los componentes de sus afirmaciones muestran un razonamiento

inductivo (por partir de experiencias dadas por ciertas).

OBSERVACIONES DEL NIVEL 2

Los casos C y D cumplieron con los requerimientos del nivel, todos son capaces
de identificar traslaciones a través de caracteristicas puntuales, en cuanto a los
casos A y B discriminan apropiadamente, pero sus respuestas exhiben carencias
heredadas del nivel anterior, 0 que nos hace suponer que siguen influenciados por
los elementos del primer nivel (al grado de que mantienen sus confusiones

originales).

En cuanto a la sesién dedicada a la definicion de traslacién fueron marcados dos
equipos, el formado por los estudiantes que interpretaban a la traslacién como una
funcién (donde a cada punto se le asigna un correspondiente, con la ayuda de un
vector fijo) y aquellos que consideraban necesario incorporar propiedades de la
transformacion (las mas recurrentes fueron el paralelismo y la congruencia de los
segmentos formados por puntos homélogos). Como cierre de la discusién y con la
finalidad de generar polémica, se les cuestion6 a ambos equipos sobre figuras con
trazos curvos y las modificaciones que implicaria en sus definiciones, el equipo
que usé los vectores en la definicidn no se vio afectado; mientras que el grupo que
defendia el paralelismo como elemento central mantuvo su escrito pero replanted
la idea de paralelismo (hablando de paralelismo de curvas en términos de las
rectas tangentes de puntos homélogos). El contraejemplo que dio por terminada la
discusion fue aportado por el caso “D”, el cual hablo de figuras como una
coleccion de puntos aislados (con la intencién de omitir trazos continuos, que
puedan ser relacionados con paralelismo), tal afirmacién no logré ser refutada por

el grupo contrario y se dio por terminada la sesion.

86



ANALISIS DEL TERCER NIVEL DE VAN HIELE
(Hojas de trabajo No.6, No. 7, No.8, No.9, No.10 y No.11).

Con miras de integrar las distintas transformaciones, se afaden hojas de trabajo
donde se exploran distintas propiedades de la reflexiéon y rotacién, ademas de
sesiones destinadas a la construccion de sus respectivas definiciones. Los
objetivos perseguidos por el tercer nivel, no sélo se limitan a la exploracion y
definicién de las trasformaciones en el plano, sino que ademas pretenden evaluar
la cerradura de la traslacion de manera general (sin el uso de escenarios

concretos y promoviendo una cambio en el tipo de pruebas permitidas).

De manera similar al nivel de razonamiento anterior, las hojas de trabajo incluian
actividades para ser resueltas en el centro de computo, particularmente las hojas
de trabajo 9 y 10 fueron elaboradas para implementarse con esos requisitos, pero
complicaciones temporales obligaron a sustituirlas por un par de sesiones en el

salén de clases.

Caso A:

1. Si la figura F es trasladada por el vector v y la imagen a su vez por el vector w
(TwoTy). ¢Se puede simplificar la traslacién a un sélo movimiento? Sin utilizar

vectores, ;Como puede determinar graficamente el movimiento de dicha composicién?
ohs
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Fig. N3.A.1

La pregunta estaba orientada a describir a la composicién de traslaciones como la
diagonal de un paralelogramo, omitiendo la version analitica de los vectores con
el fin de agotar los elementos que la geometria sintética nos ofrece para el
tratamiento de las transformaciones. Considerando la respuesta del estudiante,
podemos suponer que no comprendid la pregunta (lo cual es bastante probable,

ya que varios estudiantes mostraron confusion sobre lo que se solicitaba).
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2. Si la figura F se le aplica la composiciéon T,oT,oT,, donde los vectores tienen
coordenadas u= (uj, u), v= (vy, v2), W= (w1, wz). ;Se puede simplificar la expresion?
Si su respuesta es afirmativa diga cémo, si considera que no es posible justifique por
que y qué elementos necesita para que lo sea. .

(a2 PR

= e PV 13 8 L TV T RE T

3. Dada una traslacion Ty (Es posible descomponerla en un producto de dos traslaciones?

En caso aﬁrmatlvo GLa soiucxon es umca‘? oPor qué?
oy Wt e & ~ \{ ] e r N = N1 e

} )

4. Dada una traslacion Ty, donde v=(v,, v;) ;De cudntas maneras se puede descomponer
esta traslacion en un producto de dos traslaciones? Decir qué condiciones deben
cumplir las coordenadas de los vectores que intervienen en la traslacién. Suponga que
w=(W|, W2) ¥ z=(z;, 7;) son los vectores de las traslaciones que intervienen en la
deslcompofsmon (Ty= Tonw) expresa la relacnon entre los vectores v, w y Z.
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Fig. N3.A.2

Las preguntas omiten casos particulares y estan dirigidas a promover la relacion
de los vectores en la composicion de traslaciones. En las respuestas presentadas
son notorias las reflexiones sobre casos generales, particularmente en la pregunta
2 muestra una prueba deductiva de experimento mental. La etiqueta se asigna
después de considerar el comportamiento del estudiante durante la fase 3 del
nivel, ya que usaba flechas (refiriéndose a ellas como vectores) para ejemplificar

su afirmacién.

5. Si T, se descompone como el producto de tres, cuatro o cinco traslaciones, justificar
cuantas soluciones hay para cada caso. |, ) \

|
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Fig. N3.A.3

Considerando la respuesta de la pregunta dos, donde verifica la relacion entre la
composicion de traslaciones y los valores de los componentes de vectores
asociados, la afirmacion a la pregunta 5 resulta confusa y la justificacion con el
uso de la suma de los componentes de los vectores no fue requerida.
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7. Con base en el trabajo hecho hasta el momento ;Enuncia una definicién formal de traslacién en
el plano? i . 4
(\ A\ ';_ ¥ A C__-, {'P‘.]_d‘: f} ¥ ) \-/‘ C OO /‘}.:J i ! [~ rA i" A B ' A ')
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Fig. N3.A.4

Entre las preguntas de las primeras hojas de trabajo del nivel, se solicita el disefio
de una definicién final para traslacién (considerando que la actividad de cierre del
nivel de razonamiento anterior correspondia a la discusion conjunta para crear una
version grupal), para la construccion del enunciado se otorgé la libertad para
incorporar elementos de geometria sintética o analitica. En la definiciéon se
observa una influencia de la instruccion puntual elaborada por el caso D, aunque
sin mencionar el término vector y sustituirlo al mencionar algunas de sus

componentes (de manera incompleta).

En otro orden de ideas, en la redaccion de la pregunta aparece la indicacion
“Enuncia una definicion formal de la traslacion en el plano” entre signos de
interrogacion y aunque el error es significativo en cuanto a lo solicitado, no generé
confusion entre los companeros (aparentemente pas6é desapercibido durante la
resolucion de la hoja de trabajo). Relacionado con la misma actividad, el
enunciado contiene la palabra “formal”; este dato resulta irrelevante para el

estudiante y pasa inadvertido 6, al menos, no es considerado como relevante.

8. Comparte y escucha sobre las definiciones elaboradas por el grupo en el punto anterior
y anota aqui los elementos que ayuden a precisar tu definicién (en caso de que existan),
ademas de observaciones sobre las versiones de tus compaiieros.
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Fig. N3.A.5
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Al completar la fase 3 (explicitacién) comenta de manera explicita’ la influencia del
caso D, basta ver la respuesta a la pregunta 8 donde da las razones que
considerd para aprobar su version. A partir de las siguientes hojas de trabajo, se
deja de lado la exploracién de traslaciones y se abordan las transformaciones de

rotacidn y reflexidn, con los siguientes resultados:

ACTIVIDADES:

A continuacién aparecen distintas transformaciones (considera como figura inicial la de color
azul y como imagen final a la figura roja), para cada ejemplo asigna un nombre, describe como
es posible construir la transformacion sefialada e identifica los elementos que consideres
necesarios para caracterizarla.

Caso1: N YODe (1O (e VFleX\O(1]
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Fig. N3.A.6

La primera actividad corresponde a la identificacion de elementos que caracterizan
a distintas transformaciones (equivalente al papel que desemperfian los vectores
en la traslacién). En el cuadro inicial aparecen trazos de apoyo, los cuales se
mencionan como vectores, el papel que desempenan en la trasformacién no
resulta muy claro. Durante la discusion grupal se le pidi6é al estudiante una versidon
mas amplia de respuesta, en sus aportaciones habld de cémo era su estrategia de
verificacion, la cual consistia en construir vectores (entre puntos homdlogos) y
comparar su inclinacién. En este caso en particular mencion6 que el paralelismo

se mantenia y era suficiente para definir la trasformacion.

7 La redaccién original incluia el nombre del estudiante asignado al “caso D”, pero fue editada por cuestiones
de confidencialidad.
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Ante la postura del estudiante se le presentd un escenario hipotético, donde
desconoce la imagen de la figura azul bajo la transformacién (la figura roja), y no
logrd concretar una respuesta durante el resto de la sesion (aproximadamente 15
minutos), terminando por asumir la respuesta del caso C. La exploraciéon del caso
A, se interpreta por inductiva por ejemplo genérico puro (en este caso, los

ejemplos “genéricos” son los puntos representativos que selecciond para la

verificacion).
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Fig. N3.A.7

Nuevamente recurre a la construccién de segmentos entre puntos “homélogos”,
pero de manera errénea (salvo para el vértice que se encuentra mas cercano al
origen), dado que su estrategia no fue de mucho apoyo, opta por hablar de

rotacidn sin ninguna exploracion que lo avale (tan sélo lo perceptivo).
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Fig. N3.A.8

Al describir las transformaciones siguientes muestra una confusion importante, el
estudiante asume que las imagenes (con las transformaciones) son contra-
ejemplos de traslaciones (esto es notorio en las 3 transformaciones finales, las
cuales son rotaciones y no respetan ni el paralelismo de segmentos formados por
puntos homdlogos ni la magnitud de los mismos). La confusion del estudiante se
presenta en sus palabras en el caso 4 de la hoja de trabajo, ya que inicia con la
frase “en esta traslacion /...J]'. Considerando su desempefio en las hojas de
trabajo anterior, es normal suponer que sus respuestas fueron afectadas por las
hojas de trabajo previas, aparentemente la hoja 7 represent6 un cambio brusco de
la linealidad de las actividades.
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Fig. N3.A.9

Nuevamente expresa un comparativo con la traslacién, y en su respuesta
menciona los elementos que no comparte la trasformacion presentada con la
traslacion. Durante la discusién grupal, el estudiante particip6 sélo para aclarar
dudas sobre las estrategias utilizadas por sus comparieros, por una aparente

desconfianza de sus afirmaciones.

Una caracteristica fundamental de la traslacion es que respeta tamafio v forma ;Qué otras
Iransf’ormacmnes conservan estas propledades”
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Fig. N3.A.10

Para enriquecer la fase 3 y considerando que la sesién anterior no fue suficiente
para terminar la hoja de trabajo 7, se inicié la siguiente clase con la discusion
grupal, apoyados en un archivo GeoGebra con las distintas transformaciones
construidas. El objetivo era enriquecer las estrategias de los estudiantes al

considerar elementos dinamicos y contrarrestando con lo limitado del estudio de la
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version estatica, en las que se trabaj6é previamente. El apoyo del archivo generd

un

mejor ambiente de discusion, tanto para afirmar como para refutar las

respuestas de los estudiantes.

Las preguntas finales de la hoja de trabajo cumplen su labor al presentar la

relacién entre traslaciones, rotaciones y reflexiones (isometria), procediendo con

ello al estudio individual de cada transformacion.

'Ya conoces el software GeoGebra, haz uso de él para responder las siguientes preguntas:

.- Abre el archivo “Rotacién 1” y manipula los elementos que aparecen ;Cudles es la

relacion entre los objetos del archwo (Figura azul, Figura I‘OJa Punto O y Angulo a)?
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Se]eccmna la casilla “Punto e unag,en” apareceran dos puntos (Pysu homolog,o p’
bajo la transformacion) y los segmentos que unen a cada uno con el punto O. Mide las
distancias de los segmentos OP y OP’ con la herramienta “distancia o longitud” del
ment de herramientas de GeoGebra. ;Cual es la relacion entre las distancias de los

segmentos OP y QP 7 \ \
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Fig. N3.A.11

exploracion dirigida promueve la identificacion de ciertas propiedades de

rotacion, con la finalidad de estar en condiciones de elaborar una definicion

mediante el uso de sus construcciones e intentando omitir aspectos visuales de la

trasformaciéon (aprovechando el trabajo dedicado a los niveles 1 y 2, en la

traslacion). Las respuestas muestran un desempefio aceptable del caso “A”,

aunqgue constantemente redacta de manera incompleta sus respuestas.

3.- Con base en el trabajo hecho hasta el momento. Enuncia una definicién de rotacion en
el plano con respecto a un punto.

4.- Comparte y escucha sobre las definiciones elaboradas por el grupo en el punto anterior
y anota aqui los elemf:ntos que ayudcn a precisar tu definicion (en caso de que

fam) ol | ianac Ao tue mnafiornc

Fig. N3.A.12
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En la pregunta donde se pide una definicibn, menciona “un eje” para la
construccidn, y las definiciones fueron tan variadas que se tomé la decisién de
incluir una sesidén adicional para ampliar la discusion sobre las definiciones.
Durante la clase dedicada a unificar las definiciones, el estudiante mantiene la
afirmacién sobre el eje, pero es hasta que sus compafieros comparten sus
afirmaciones personales, éste opta por realizar modificaciones. La primera versién

que presento en la discusion grupal fue la siguiente:
“Girar una figura con respecto a un eje, punto y angulo”

La correccion mas significativa, como fruto de los comentarios fue la omisién del
eje en la definicion, fue entonces cuando el estudiante dio su version final y la

escribié en el pizarron de la siguiente forma:

“Girar cada punto (P) de F, con respecto a un punto y un angulo,
preservando la distancia de P a O.”

Durante la discusidén grupal se utilizaron distintas terminologias, en un afan de
facilitar el debate se incorporé una terminologia comun, donde “P’ representa
puntos, “F’ a una figura que los contiene, “O” al centro de giro y “ao” al angulo de
rotacion. Evaluando solamente la definicidén final, la cual incluye modificaciones
por observaciones de sus compaferos, notamos un enunciado superficial y poco
representativo de la transformacion. La primer carencia es el uso de la palabra
“Girar’, ya que el término es un sindnimo de rotacion y resulta redundante el usarlo
en ésta definicidn (el caso B también uso el término de manera similar y durante la
discusiéon grupal se les hizo la observacidn, aparentemente no fue considerado
como relevante). Una segunda observacién es la apariencia de los enunciados; la
version del caso “A” se asemeja mas a una descripcion de la transformacion que a
una definicion representativa, tomando como precedente la discusién grupal previo
a la hoja de trabajo 6 (donde se construy6é la definicion de traslacion) y los

elementos aprobados por el consenso, tales como: Una instruccion puntual para
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construir la transformacién, la inclusién de los elementos definitorios en el previo al

enunciado, consistencia y economia de las afirmaciones.

Como se menciond en la descripcion del nivel, las hojas de trabajo 9 y 10 fueron
sustituidas por sesiones en el salén de clases (en contra del disefio original), la
dinamica consistio en explorar la reflexién, con la intencion de generar una
estrategia para construir los puntos homologos de una figura, a partir de la imagen
original y el eje de reflexion. El estudiante no asistié a la sesion y su inasistencia

seria contraproducente en su rendimiento posterior.

ACTIVIDADES:

Haz uso del software GeoGebra para responder las siguientes preguntas:
I. Abre el archivo “Reflexion 2”, donde aparecen varios elementos manipulables. En
el archivo podras explorar de manera general tu conjetura sobre la composicion de
" reflexiones, hecha en la actividad anterior.
- Manipula las rectas: roja y verde (las cuales representan el primer y segundo eje de
reflexion respecuvamente)
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- Qué transformacton te lleva de la f'gura orlgma! (azul) a la imagen final (verde)?

(Describela con la ma)‘;or precnsmn pomble‘?
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Fig. N3.A.13

Como actividad de cierre para el nivel, se realiza una exploracién sobre la
composicion de reflexiones y el estudiante no logra identificar una transformacién
familiar, incluso durante la discusién grupal mostré6 confusién sobre las
afirmaciones de sus comparneros. Cabe aclarar que los elementos que aparecen
en el archivo GeoGebra utilizado, se platicaron con los estudiantes (incluyendo la
forma de construirlo), incluso se declar6 que las figuras eran el producto de la
composicidon de reflexiones, con los ejes marcados (visibles en pantalla).

Durante la realizacion de las distintas hojas de trabajo, el estudiante mostré

confusiones constantes y requiri6 de mayor tiempo que sus companeros para
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completar las actividades. Sus participaciones en la fase 3 bajaron
considerablemente, comparando su desempefno en los niveles anteriores, y sus

conclusiones y definiciones (fase 5) resultan incompletas.

Las estrategias de argumentacién son variadas, pero se apoya de manera
recurrente en elementos preceptivos (por el enfoque visual que planteé en su
definicion y la discriminacion de transformaciones con los mismos medios) o en
mediciones y generalizaciones a partir de éstas (inductivo de ejemplo genérico

puro).

El desempefio del estudiante no es suficiente para considerarlo como candidato
de la evaluacion del nivel 4, sus respuestas fueron erréneas o insuficientes en
varias preguntas; indicando que el estudiante es principiante en la problemética y
por ello se le etiqueta con un nivel 3 con adquisicion baja. La evaluacién del
estudiante lo descarta para darle continuidad a su trabajo y realizar la hoja de
trabajo 12, pero si solicitarle la resolucién del examen final.

Caso B:

I. Si la figura F es trasladada por el vector v y la imagen a su vez por el vector w
(TwoTy). (Se puede simplificar la traslacion a un sélo movimiento? Sin utilizar
vectores, ;,Cémo ptxede determinar graficamente el movimiento de dicha composicién?

zopdo \a ‘l:ggqa £

Fig. N3.B.1

Nuevamente aparece una confusién con la pregunta 1 y es respondida de manera
similar al caso anterior, el problema aparente es el significado de la palabra
“movimiento” y la restriccidn del uso de vectores, los que generan una redaccién

confusa.

3. Dada una traslacion Ty ¢Es posible descomponerla en un producto de dos traslaciones?
En caso afirmativo ;La solucidn es tnica? jPor qué?
2 n, NO es InicQ eQq me.é-eh Sev vectores

d”f— oYy es
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4. Dada una traslacion Ty, donde v=(vj, v;) ;De cudntas maneras se puede descomponer
esta traslacion en un producto de dos traslaciones? Decir qué condiciones deben
+ cumplir las coordenadas de los vectores que intervienen en la traslacion. Suponga que
W=(W;, W) ¥ 7z=(z), ;) son los vectores de las traslaciones que intervienen en la
descomposicion (Ty = T,0Ty), expresa la relacidn entre los vectores v, w v z.
Pe o th@s ., Log verdowes debe s dere, dosCOm-

pc‘t\mn%{i-( ,edor en R \ sSey diferentes de \

5. Si Ty se descompone como el producto de tres, cuatro o cinco traslaciones, justificar
cuantas soluciones hay para cada caso. {
2,

muchas e ] Yendva  veclosas ¢ x.‘{:f:\ffws.w:s_

6. Comparte tus respuestas con el resto de tus compaiieros y utiliza el siguiente espacio
para redactar tu consclusic__'_m final, producto de la discusion grupal.
e< \catdy WO Yl UveR F OO0y ey WL DI D ode,
v !

£02 !f'z e Wwald  Fle IC o e R EONTE

Fig. N3.B.2

La seccion donde se aborda la composicidén de traslaciones en casos generales se
responde apropiadamente, pero sin una justificacion apropiada para el nivel. Los
elementos de mayor influencia fueron comentarios de sus compareros durante la
fase dos (exploracion dirigida), donde exteriorizaron algunas confusiones y
estrategias. Las justificaciones hechas consideran ejemplos genéricos, pero sin
una forma clara de organizarlos y, por lo tanto, no es objetivo asignar una

categoria de demostracion particular, sino una influencia perceptiva e inductiva.

7. Con base en el trabajo hecho hasta el momento ;Enuncia una definicion formal de traslacion en
el plano? _
Pes\izar oo Eioaca O0r Un \eHOy
? e tl

& Nt (U0 Gk

Fig. N3.B.3

Para finalizar la hoja de trabajo 6, se solicita la version personal de traslacion
(recordando que el cierre del nivel de razonamiento anterior incluia la construccion
de una definicion grupal del término). La definicién del estudiante no considera las
aportaciones de sus companeros durante la discusion previa y se limita a describir
la transformacion mediante una estrategia visual para identificarla, lo cual resulta

poco practica y ambigua.
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8. Comparte y escucha sobre las definiciones elaboradas por el grupo en el punto anterior
y anota aqui los elementos que ayuden a precisar tu definicion (en caso de que existan),
ademas de observaciones sobre las versiones de tus compaiieros.

Ves\zar o Gguva schreun vedor Que seo \o
SO ('3 e \Og 03‘7 &S \Jtz”z‘f‘_j"-c.“r-e:"’s T o +1 a Mv Lo
0% inidod  de <olucrenes - '

Fig. N3.B.4

En la pregunta final de la hoja de trabajo 6, equivalente a la fase 5, el estudiante

sigue respondiendo apropiadamente pero sin mostrar un antecedente claro de sus

afirmaciones.

ACTIVIDADES:

- A continuacién aparecen distintas transformaciones (considera como figura inicial la de color
azul y como imagen final a la figura roja), para cada ejemplo asigna un nombre, describe cémo
es posible construir la transformacién sefialada e identifica los elementos que consideres
necesarios para caracterizarla.

vy Caso1: _(lvwo

1 ENEEE 0 RQFHC:}QW’)O \LA ‘:791 1hEQ
H-11H e SObve” 2| e v.ada ounta
et . a la misvha disyahcia

fdeJ A =

bt

Fig. N3.B.5

El primer escenario de las transformaciones es abordado aceptablemente v,
ademas, el estudiante incluye una estrategia puntual para realizar la construccién
a partir de la figura original y el eje de reflexién (el cual se presenta de manera

implicita como el eje y).
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Caso 2: Vo5
EFREINE ” | -
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Fig. N3.B.6

El hablar de vectores sin mencionar la magnitud, direccion o sentido resulta
confuso, pero dio mayor claridad a sus métodos durante la discusion grupal.
Cuando se le solicitd explicar su respuesta (estrategia), construyé en el pizarron el

vector OP (donde O es el origen del plano cartesiano y P es un punto arbitrario de
la figura azul) e identificé el punto homdlogo a P (P’) mediante el cambio de
sentido del vector y el uso del Origen como punto de partida; lo cual clarifica el
significado de la frase *“...cambiandole la direccion” como el cambio en el sentido

del vector original.

P'olrfahdﬂ \Q Qf}_r!*rc‘r. medccinte
LAY AT cyov cnll r"lCﬁE} £Y0 v";l
AN o oen, COmbdndole \a di-
e CiSin
P e
~
>
/
)4
\
Fig. N3.B.7
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boe Caso 4:_ (L ‘\vo
Qo'xa'ﬂ(s"«“ \Q (Iah"f ].«‘1 (’;er—ﬁ
wn v&Aor andd QO "_’T x',
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L INC L
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y
Fig. N3.B.8

Para las rotaciones distintas de 180° (los casos 3 y 4), el estudiante declara una
repeticién de la misma estrategia del caso anterior, pero sin detallar el significado
que cobra la expresion: “cambiandole la direccion”. En el contexto alternativo, el
estudiante no logré reproducir una explicacion equivalente de la estrategia
presentada para el caso 2, al no lograr definir con claridad el método para
construir la imagen bajo la transformacién de la figura azul con apoyo de vectores,
la complicacién principal se adjudica a la direccion (y sentido) de los vectores

auxiliares.

Considerando las limitaciones de los casos expuestos, el estudiante asume una
categoria de demostracion basada en elementos inductivos puros, donde el error
radica en usar un ejemplo poco representativo de las rotaciones en el plano (giro
de 180°9).
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potarde la ¥ TOWOL

V.
Pl

- Una caracteristica fundamental de la traslacion es que respeta tamafio y forma ;Qué otras
transformaciones conservan estas propiedades?
La yef\exidn, wYaccs .

Fig. N3.B.9

El ultimo caso de transformacion fue resuelto sobre el final de la sesion, asi que el
estudiante no logré percibir la reflexion visualmente, en un primer intento, ni
disenar una estrategia de verificacion (la diferencia significativa entre la reflexion
presentada en el caso 1y la del cuadro anterior es el eje de reflexién no vertical).
Se omite el caso 6 de la transformacién, donde aparece una transformacion

homotética, ya que no fue respondida por el estudiante.

3.-\Con base en el trabajo hecho hasta el momento. Enuncia una definicion de rotacién en
el plano con respecto a un punto.

- - ¢ s ¥ -~ . ) " | - . |
vy U Ecoura me Gonle n Dunio v n
.- ¥ bn _.:’ il ' { §

-

Fig. N3.B.10

En la hoja de trabajo 8 solamente respondi6 a la pregunta 3, donde se solicita una
definicibn de rotacion, debido a un retardo para llegar a clase. Como
consecuencia, la poca exploracion fue notoria en la sesion dedicada a la discusion
de definiciones (programada para el dia siguiente). Al iniciar la siguiente clase y
sin el apoyo de las versiones hechas el dia anterior, el estudiante redact6 la

siguiente definicion de rotacién:
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“Cambiar el sentido y la posicion de una figura, mediante un punto y un angulo”

De manera similar al caso A, muestra una influencia de elementos perceptivos y
poca claridad sobre el papel de la frase “Cambiar el sentido y posicion de una
figura [...]", ante los cuestionamientos de sus comparieros sobre el significado de

la frase, opta por modificar su enunciado de la siguiente manera:
“Girar una figura mediante un punto y un angulo”

La nueva expresién aparenta ser una descripcion de la transformacién mas que
una definicién, al no mostrar el papel que cumple cada elemento mencionado
(angulo y punto, este ultimo se refiere al centro de giro). Nuevamente se menciona
el término “girar’ como pilar del enunciado, sustituyendo la construccién puntual en

las definiciones aprobadas para traslacion y la practicidad de las mismas.

Un cambio considerable se da durante la sesion dedicada a la construccion grupal
de la definicion de reflexion. En la fase de explicitacion, el estudiante sugirié el uso
de vectores de igual magnitud y direccion pero con sentido contrario, anclados en
el eje de reflexidn; la estrategia resulté efectiva y convincente para la mayoria de
los compareros pero fueron incapaces (incluso el caso B) de usar la estrategia
para redactar la definicion. EI método se sustenta en inducciéon a través de
ejemplos genéricos con inferencia (relacionando las propiedades de los vectores),

pero sin mucha claridad para mejorarlo.
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ACTIVIDADES:

Haz uso del software GeoGebra para responder las siguientes preguntas: o
1. Abre el archivo “Reflexion 27, donde aparecen varios elementos mampulables En
el archivo podras explorar de manera general tu conjetura sobre la composicién de
reflexiones, hecha en la actividad anterior.
- Manipula las rectas: roja y verde (las cuales representan el primer y segundo eje de
reflexién respectivamente).
| 0s ointas de © v 0 iy
\If son

- F / [N
Cxt 2o, LNEraC)

3

~p‘ \J PH DO\ Ve

- (Qué transformacion te lleva de la figura original (azul) a la imagen final (verde)?
¢Describela con la mayor prec1s1on posible?

i En @) _)7" Ve sr etiexédin

Reeleicy 10 Fiouva ? f\ma({.\} o i A2 "
P LN e e \ o O

AV = S LY < V21 Qv \? {1y ¢ ‘ Ll n-re é?..\ 25 (.3

- En el mismo archivo, experimenta cuando los ejes de reflexién son paralelos, activando la
celda “Recta paralela™ (este botén limita las posiciones de la recta de color verde,
permitiendo sélo rectas paralelas al eje de reflexion rojo y que pasan por el punto C). ;Qué
Jsometrla trasforma la figura F en F**? ;Describela con la mayor precision posible?

UW-OL LTQ': LT

Fig. N3.B.11

Al presentar las conjeturas sobre la composicién de reflexiones, el estudiante
mostré confusiones similares a las planteadas por el caso A (cuando la
composicion de reflexiones es con ejes de reflexion no paralelos), salvo que en
esta ocasion logré reorientar el rumbo durante la discusion grupal. Durante la
explicitacién, el estudiante fue el primero en compartir sus resultados, se le
cuestiono por su respuesta en el segundo inciso y, observando la imagenes en la
pantalla de la computadora, coment6 “parece una rotacion”, fue entonces cuando
se le preguntd sobre el centro de giro y el angulo de rotacion sin obtener una
respuesta de su parte.

Aunque es normal que la percepcion represente la primera justificacion para los
incisos 2 y 3, seria mas apropiado llamarlos como una estrategia de exploracion y

restringir el término de categoria de demostracion a la asumida para validacién
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final del enunciado. Con esta aclaracién, el estudiante B se limita a construir una
conjetura sin un interés en transformarla en teorema o sin herramientas para

hacerlo.

La pregunta final, donde se cuestiona sobre el resultado de la composicion de
reflexiones con ejes paralelos, el estudiante responde “Es una traslacion’ y al
solicitarle el vector de traslacién o sus componentes, no fue capaz de responder.
En ésta ocasion, si es posible asegurar que la justificacion perceptiva fue la
considerada como suficiente para avalar la conjetura. En un intento de organizar la
idea planteada, se le solicité al estudiante redactar una conjetura completa sobre
la composicién de reflexiones con ejes paralelos, pero no concretd la tarea y
requirié el apoyo del caso C (aportando sugerencias y una redaccion tentativa). Al

margen de eso, la version durante la discusion grupal fue:

“La composicion de reflexiones con ejes paralelos equivale a una traslacion
de magnitud igual al doble de la distancia entre los ejes de reflexion, sentido
del primer gje al segundo y direccion perpendicular a los ejes.”

Como resumen del desempefio en este nivel, el estudiante dej6 en blanco varias
preguntas de las hojas de trabajo y mantuvo una postura perceptiva para la
construccién de las definiciones. Durante la fase 3 tuvo altibajos en sus
participaciones, mostrandose pasivo en las sesiones dedicadas a la construccidén
de definiciones. Las categorias de demostracion que utilizé son de tipo perceptivo
o inductivo (en ambos casos se realizan generalizaciones a partir de exploraciones

con ejemplos representativos, al menos en apariencia).

El estudiante exhibié un desempefio aceptable durante la exploraciéon de
composiciones de reflexiones (fase 5), mostrando mayor eficiencia en la discusién
grupal. Sin embargo, el factor que hace cuestionable la apropiacion del nivel es la
cantidad de preguntas que no fueron respondidas y las justificaciones perceptivas
para las conjeturas de la hoja de trabajo 11. El estudiante muestra una mezcla de
distintos niveles de razonamiento, aunque las caracteristicas del segundo

aparecen con mayor frecuencia; las principales capacidades que ha mostrado son
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las siguientes:

% Percepcion de objetos como un todo y formados por propiedades aisladas.
% Comparacién de objetos mediante propiedades especificas.
% Enfoques empiricos de la veracidad de las proposiciones.

En contraparte el estudiante no mostrdé su habilidad para construir definiciones
econdmicas (ademas de identificar definiciones equivalentes) y la transformacion
de definiciones incompletas en completas. La evaluacion del estudiante puede
dividirse en dos facetas; la asumida durante la exploracién y elaboracién de
definiciones, y la presentada para la elaboraciéon de conjeturas sobre las
composiciones de reflexiones (donde fue capaz de generar nuevas propiedades a
partir de las conocidas anteriormente, al menos de manera visual). La
construccidn de definiciones evidenci6 carencias en las estrategias de exploracion,
al grado de presentar hojas de trabajo incompletas, en cambio, el desempefio de
la hoja de trabajo 11 fue aceptable, aunque con respuestas incompletas o
escasas. En general, el desempefio del estudiante es considerado dentro del nivel
3, y por las generalizaciones perceptivas exhibidas se le asigné un grado de
adquisicién baja del nivel, el resultado excluye al estudiante de la continuidad de
las hojas de trabajo y la resolucion la actividad 12.

Caso C:

PJ

Si la figura F sc le aplica la composicién T,oT,0Ty, donde los vectores tienen
coordenadas u= (uy, uz), v= (v1, V2), W= (W, W3). ;Se puede simplificar la expresion?
Si su respuesta es afirmativa diga c6mo, si considera que no es posible justifique por
qué y qué elementos necesita para que lo sea.

—~ lag, L Ao -J . = bl e

Fig. N3.C.1
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El primer acercamiento a la composicion de traslaciones muestra una influencia de
la hoja de trabajo 5b, donde las relacion identificada se presenté como una resta
de vectores. Previo a la discusion grupal, incluso durante la fase de 2 (exploracion
dirigida), el estudiante menciond su respuesta y el caso D corrigi6 su método

(dirigiéndose al profesor).

3. Dada una traslacién T, ¢Es posible descomponerla en un producto de dos traslaciones?
En caso afirmativo ;La solucion es tnica? ;Por qué?

&

" WV oAD. S (n. (o Vi Q' ey, tem  Luo L dead e v elherel

¢ e E\las WoS o o ¥ len C, \ nd

4. Dada una traslaciéon T,, donde v=(v,, v;) ;De cuintas maneras se puede descomponer
esta traslacién en un producto de dos traslaciones? Decir qué condiciones deben
cumplir las coordenadas de los vectores que intervienen en la traslacién. Suponga que
w=(W|, Wy) y z=(z|, z;) son los vectores de las traslaciones que intervienen en la
descomposicion (T = T,0T.), expresa la relacion entre los vectores v, wy z.

AT N IR, Aag Lm0 J ~ o S CLO e

- ™ ~ - S+ £ | —

(e g b2 et wode 4 7 A

Fig. N3.C.2

shi= 2t Ne' =2 a T /e

Los comentarios del caso “D” durante la exploracién dirigida se perciben en las
respuestas siguientes, donde se muestra una relaciéon en términos de la suma de
vectores explicitamente (pregunta 4). El argumento original tuvo una influencia
inductiva y la confusién entre el escenario de la hoja 5b y la actividad 6, pero en
esta ocasidn aparecen elementos deductivos, sin despegarse del ejemplo que lo
genera y con una modificacion del ambiente a partir del cual realiza sus
inferencias (sustituyendo el registro Geométrico por el escenario Analitico). Los
elementos sugieren una categoria de demostracion “de experimento mental

transformativa”.
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Si T, se descompone como el producto de tres, cuatro o cinco traslaciones, justificar

5%
cuantas soluciones hay para cada caso. : ;‘
158 i Fpan s e Pl X O o PN, o I Sy j
ATV N Vo Oa VA Tvn, stth o ven L L s !
{’_’ T Y ¢ 1 O\ Pl des - Y. \ € P < p
g J ¥ $Srefqey ol | Coum <o { e o £/ g Oy o
P i
fwde de veclove y frodvc I

‘6. Comparte tus respuestas con ¢l resto de tus compaifieros y utiliza el siguiente espacio
para redactar tu conclusién final, producto de la discusion grupal.

A ¢ - i 8 ¢ / o, 4 o

€%

Fig. N3.C.3

Las siguientes respuestas se plantean en un escenario general y, en la pregunta
6, exhibe a los vectores como los elementos centrales de la transformacién,
incorporando su postura sobre la resta de vectores para describir composiciones
(aunque sin aportar mucha informacién al respecto, ni métodos para discriminar el

uso de sumas 0 restas).

7. Con base en el trabajo hecho hasta el momento ;Enuncia una definicién formal de traslacion en
el plano?

| wf € -
£E el moviivarenAd q e e e v

-3 L Ev i :

G rae e Souy

., e i " [ inder i L i
=~ e { i c § ] Y vWE S 2 =1

Fig. N3.C.4

La propuesta para definicidon formal de traslacion incorpora, aunque de manera
incompleta, el papel de los vectores en la transformacion; incluso tacha la palabra
“vector” y opta por referirse a ellos como ‘trayectorias rectas” El enunciado
muestra una influencia perceptiva y, de manera similar a los casos A y B, pueden
ser considerados superficiales, pero representa un intento de definicion puntual de
la transformacion (comentario hecho a todos durante la discusién grupal). El
estudiante incorpora las observaciones e intenta precisar su definicion,
respondiendo a la pregunta 8 de la siguiente manera:
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8. Comparte y escucha sobre las definiciones elaboradas por el grupo en el punto anterior
y anota aqui los elementos que ayuden a precisar tu definicidn (en caso de que existan),
ademads de observaciones sobre las versiones de tus compafieros.

> { AdAe VA u i LA

et ¢ W0 sl LA ""-u‘j;"l a4 AN

Fig. N3.C.5

La modificacion posterior a la fase 3, es el andlisis de la transformacion punto a
punto (pero sin aportar mucha informacién sobre su aplicacion). Podemos
considerarla como una definicién incompleta, donde la mayor confusién es por
hablar de “trayectorias rectas”, lo cual puede ser interpretado errbneamente al

usar el enunciado.

ACTIVIDADES:

- A continuacién aparecen distintas transformaciones (considera como figura inicial la de colof
azul y como imagen final a la figura roja), para cada ejemplo asigna un nombre, describe cdmqg
es posible construir la transformacion sefialada e identifica los elementos que considereg

necesarios para caracterizarla.

Cagso1: Uwnn Velle ghn
“““““ e eske OC, P e ey
o £ {“('(f""v"' i@ £ { en F’Vﬁf’.
{ aa O\ P g Taf al>
i_ z elr d _re letCidn £ 5 b
o v o e <
1 i iﬁ\‘;ﬂ Lo Crer daw vate d e E ate ©
I
1
[ | BE
é i
Fig. N3.C.6

En la hoja de trabajo 7 el estudiante asumié un rol mas participativo y presentd
varias estrategias para definir las transformaciones, las cuales resultaron

convincentes para los casos A y B. Las componentes de traslacion mencionadas
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fueron: El eje de reflexidén y algunas propiedades relacionadas a la construccidn

(perpendicularidad de

los segmentos formados por

puntos homoblogos,

equidistancia entre el eje y puntos correspondientes). Durante la discusion grupal

utilizé herramientas de geometria sintética para justificar sus argumentos

(experimento mental transformativo).

Caso2: Vo K NN

Fig. N3.C.7

Para explicar la rotacion durante la fase de explicitacién, construyé circunferencias

con el foco en el centro de giro (exteriorizando la consideracién) y radio de

magnitud igual al segmento que une al centro de giro y un punto P arbitrario. Para

marcar al correspondiente P’ utilizd la interseccién de la circunferencia con la

figura (depurando de manera intuitiva). Posteriormente, el profesor realizé la

construccién en un archivo de GeoGebra, para comprobar la consistencia de la

misma (verificando en distintos puntos P y siguiendo las instrucciones del

estudiante). Los alumnos escucharon los comentarios del caso C y no hubo

replicas sobre su trabajo. Por la estrategia utilizada, nuevamente tenemos una

demostracién inductiva con ejemplo genérico con inferencia, donde pone en juego

las propiedades implicitas que asigna a la construccion.
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Fig. N3.C.8

No consider6 necesario ampliar su respuesta en los escenarios que identifica

rotaciones, extrapolando la estrategia disefiada.

Caso 5: '(a(.éuff!‘ew
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Fig. N3.C.9
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La transformacién incluida en la hoja de trabajo que no representa una isometria
fue abordada por el estudiante, en su respuesta habla de ‘puntos y vectores”
como indispensables para definir la transformacion, pero sin mucha claridad de su
papel. En el ambiente geométrico muestra una relacién homotética, la cual no
logrd ser concretada ni aprovechada en su respuesta final. La categoria se basa

en la percepcidn de relaciones geométricas, con inferencia y ejemplo genérico.
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- Una caracteristica fundamental de la traslacion es que respeta tamano y forma ;Qué otras
transformaciones conservan estas propiedades?
[t wotacec y Veble & (0N

i

Fig. N3.C.10

En el ultimo caso, aparece una confusidon entre la reflexion y rotacién; el estudiante
realiza algunos trazos de apoyo y durante la discusion grupal comenté que el caso
6 puede ser definido como una rotacion o una reflexion. Atribuimos el desconcierto
a la primera impresion de la imagen y el uso incorrecto de su estrategia original.
Cabe senfalar, que la discusion lo hizo reconsiderar su respuesta y optd por
desecharla.

Investiea el nombre de las trasformaciones en el plano que respetan el tamafio y la forma.

"‘ _\({Yf"

Fig. N3.C.11
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Las isometrias es un término que aparece en las respuestas de los estudiantes,
posiblemente por incluirlo en el examen diagnéstico realizado previo a las

actividades.

Ya conoces el software GeoGebra, haz uso de €l para responder las siguientes preguntas:

1.- Abre el archivo “Rotacién 17 y manipula los elementos que aparecen ;Cuales es la
relac:on entre los objetos del archivo (Figura azul, Figura roja, Punto O y Angulo a)?
la £ Sycon wola el v aasylo ol < bre oA fumto 4 _v
cfala \n Codno ¥ Al ron do o Feyen 07 |

- Selecciona la casilla “Punto e imagen”, aparecerdn dos puntos (P y su homélogo P’
bajo la transformacion) y los segmentos que unen a cada uno con el punto O. Mide las
distancias de los segmentos OP y OP’ con la herramienta “distancia o longitud™ del
ment de herramientas de GeoGebra. ;Cual es la relacion entre las distancias de los
segmentos OP y OP’?.

e [N ‘/""'i',a\l\’/\ ('\: #5‘.;"'\-\/"-(’1\

- Verifica para otras posiciones del punto P ;Sucede lo mismo para los demas puntos
con los cuales expcnmentaste anteriormente?_> ' Anota tus observaciones:

315° .ﬁ._" ff' sAATO ]S Se pta CUCen tmn = il &y O G

7]

:" € e Ty i, o 6 [t (S {G, ,‘J,«‘!‘-l A n del Ceo Bt fo U g ’4F

Fig. N3.C.12

Durante las exploraciones de la hoja de trabajo 8, incorporé su estrategia para
definir transformaciones como justificacion (hablando de ‘circunferencia” en el

segundo inciso de la pregunta 1).

2.- Selecciona la casilla “Marcar angulo” ;Qué elemento aparece? ;Como se relaciona
con el dangulo a?

\ 2 } y c o - / e | "
el qolovw! 4o . [ GeClaeals 71 Y o2 el Sl crsgi'z 9 {

A

- Verifica para otras posiciones del punto P y para distintos 4ngulos a ;Mantienes tu
respuesta anterior?_° 1 Anota tus observaciones:
| re :-"{v‘.—.{-.-\{-u‘w

/ 1 4 i 1 | [P+
9 el Ses..oundo GFI o5 T v °2 S20ve

T die "er | LR VN ansylo o

3.- Con base en el trabajo hecho hasta el momento. Enuncia una definicién de rotacion en
el plano con respecto a un punto.

Youh 1 e p ) )
s yirowr la £78 yvra plolarge de unft CivCun fereafia
o % —
s ” i ’
AL 1. @ ak/lD .
¥ (o Yo e\ ‘f 1 8] Y el vadio ttuanlale 570N Giey del ¥ e é?t'
alen [r@ure.

Fig. N3.C.13

Su estrategia de construccidén de rotaciones sigue influenciando las respuestas de
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la hoja de trabajo 8, inclusive es notorio en la definicidon que plantea. Con respecto
al enunciado que presenta, afade los elementos de construccibn de la

circunferencia.

La siguiente sesion se dedicd a la discusion sobre las definiciones y, el estudiante
mantuvo su postura de incluir a la circunferencia para enfatizar la construccidn

puntual de la transformacion, la version presentada fue la siguiente:

“Girar la figura a lo largo de la circunferencia de centro O y radio r=0OP,
cada uno de los puntos (un cierto angulo)”

Al observar su trabajo, fue conveniente hablar con el salén sobre el problema
técnico de usar la palabra “girar” en la definiciébn. Ademas, una observacion
puntual para el estudiante fue la sugerencia de sustituir el papel de la
circunferencia por las propiedades que avalan su inclusion en la definicién. El
estudiante “E”®, afadié las observaciones sugeridas para el caso C y presento la

siguiente versién:

“Mover la figura un angulo a respecto a un punto O, respetando las
distancias entre los puntos de la figura y O”

El caso C compartié la version del estudiante E, entonces les fue solicitada una
version formal de su definicién, usando la siguiente oracién: “;Como creen que
apareceria en un libro de geometria?, de los usados en la licenciatura”, los
estudiantes se sentaron juntos por unos minutos (mientras el resto de companeros
hablaba de sus definiciones) y presentaron la siguiente definicion para el consenso
del salén:

“Sean F, O y a. F’ sera una rotacion de F con respecto a O, si:
v PeF entonces OP=0OP’ y a es igual al angulo entre los segmentos OP y

oP”

Con el afan de aprovechar el avance presentado en la definicion, se les dio la

8 . . . .
El caso E no se encuentra dentro de los casos seleccionados por su constante inasistencia, pero tuvo
importantes aportaciones en el nivel 1y 3.
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sugerencia de sustituir la afirmacidén sobre la igualdad de a con el &ngulo formado
por los segmentos por el enunciado ‘a=POP’, la propuesta no resulté
problematica y se aprobé como versién grupal. Un par de observaciones sobre la
definicién sugerida son: La biyeccién de la transformacion no es contemplada y la
falta de informacidén sobre el punto P’ (interpretado como la imagen del punto P
bajo la transformacion), este ultimo cumple el rol central en el enunciado. La
definiciébn cuenta con una justificacidn aparentemente formal transformativa, pero
con carencias de estructura, como la afirmacion de existencia de P’. Una versién
corregida implica usar la existencia de P’ como criterio para cumplir con el
enunciado (v PeF entonces 7 P’, tal que OP=0OP’ y a=POP").

Un escenario similar se dio durante la definicién grupal de reflexién, en este caso
el estudiante incorporé la estrategia de construccion de reflexiones; al incluir un
punto auxiliar “X” formado por la interseccion entre el eje de reflexion y el
segmento PP’ (donde P’ es la imagen de P bajo la transformacion). Por cuestiones
de tiempo, se le solicitd para el dia siguiente una versibn mas econémica de su

definicién, e influenciado por el trabajo en la rotacién, present6 lo siguiente:

“Sean F y I. F’ sera una reflexion de F con respecto a |, si:
v PeF entonces d(I,P)=d(,P’) y [LPP””

La estructura formal de la definicibn no es completa (de manera similar a la
presentada en la construccion de la definicidbn de rotacidn), pero representa un
acercamiento significativo, con influencias mas apegadas a un experimento mental

transformativo.

La hoja de trabajo 11, también capturd un buen desempenio del estudiante durante
las fases 2 y 3; realizando exploraciones sistematicas que le facilitaron la
generacién de conjeturas y modificaciones constantes para perfeccionar su

redaccion.

- ¢Qué transformacion te lleva de la figura original (azul) a la imagen final (verde)?
¢Describela con la mayor precision posible?
o "rl:_ le vef !é:'v" ¥ o e &) roo Cn Ve { AL, o £ e

i & o ” | - I F
le wmriA 42L o  Coda L’
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- En el mismo archivo, experimenta cuando los ejes de reflexion son paralelos, activando la
celda “Recta paralela’™ (este botén limita las posiciones de la recta de color verde,
permitiendo s6lo rectas paralelas al eje de reflexion rojo ¥ que pasan por el punto C). ;Qué
isometria trasf_orma la figura F en F**? ;Describela con la mayor precision posible?

@ iy ! - ; :
25 P fdn 5'¢ Fe Ciene"nin 7B VN N dvnglac rae. fow. Yot

[ ol - A S e ) PV - i o B e
ey e T Vi o v Sex fy O U ¢ i { B § A A de THe s .

Fig. N3.C.13

La pregunta relaciona con la composicion de reflexiones fue respondida
apropiadamente y durante la discusién grupal fue el segundo en compartir sus
respuestas (el caso B fue su antecesor) y logré precisar su respuesta (en cuanto al
centro de giro y el angulo de rotacién). El enunciado completo, redactado por el

estudiante en el pizarrdn, durante la discusion grupal, fue el siguiente:

“La composicion de reflexiones con ejes no paralelos, son una rotacion con
centro de giro en el cruce de los ejes y un angulo de rotacion igual al doble
del formado por los ejes de reflexion.”

Para redactar la versién final, fue necesaria la medicién de los distintos dngulos
que aparecen en un archivo GeoGebra, disefiado para la exploracion y discusion
de dudas tales como: ;Ddnde se encuentra el centro de giro? ¢ Existe uno distinto
al anterior? ; Por qué? ;Cual es el valor de a para este caso?, etc.

La conjetura sobre la composicion de reflexiones con ejes paralelos, no fue
redactada por el estudiante, pero se involucré6 en la redaccion al realizar
sugerencias constantes (apoyando al caso B). Las comprobaciones que realizé
para justificar ambas afirmaciones fue la mediciébn de segmentos, angulos vy

consideraciones perceptivas.

El estudiante mostré disposicion para abordar las problematicas del nivel, sus
respuestas muestran exploraciones concretas y un arraigo de estrategias
personales. Tuvo mayor participacion durante la fase de explicitacion y realizé
aportaciones significativas para el avance de la discusion grupal. Las categorias
de demostracion fueron inductivas con ejemplos genéricos, experimento mental

transformativo y algunos intentos de construir una afirmacion formal
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transformativa, las justificaciones de este estilo resultaron incompletas y el

estudiante utilizé las pruebas que domina para compensar las limitantes.

Las definiciones son presentadas como construcciones puntuales, pero en
ocasiones los enunciados resultaron poco economicos. Las actividades
adicionales asignadas al estudiante, relacionadas con la economia de las
definiciones, fueron abordadas apropiadamente, ya que modificé sustancialmente

Sus respuestas.

El estudiante cumple con los requerimientos del nivel, siendo capaz de describir
nuevas propiedades a partir de otras ya conocidas (informalmente) y construir
definiciones aceptables. Las habilidades mostradas lo convierten en candidato
para realizar la hoja de trabajo 12 (correspondiente al cuarto nivel de Van Hiele) y

no sélo alel examen, como los casos Ay B.

Caso D:

—

¥
HOJA DE TRABAJO No. 6 :

“aso D <4 L £91 7
Nombre: Caunl Fecha: °~ ' ‘dovlore <UL

1. Si la figura F es trasladada por el vector vy la imagen a su vez por el vector w
(TwoTy). ;Se puede simplificar la traslacién a un sélo movimiento? Sin utilizar
vectores, ,Como puede determinar graficamente el movimiento de dicha composicién?

2. Si la figura F se le aplica la composicion T,oT,oT,, donde los vectores tienen
coordenadas u= (uy, uz), v= (v1, va), w=(wy, wz). ;Se puede simplificar la expresion?

Si su respuesta es afirmativa diga cémo, si considera que no es posible justifique por 4
qué y qué elementos necesita para que losea. __ ;
Fig. N3.D.1
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De acuerdo a la respuesta de la pregunta 1 (sobre la composicidon de
traslaciones), el estudiante muestra una confusion distinta a la observada en el
resto de sus comparieros, el caso D asocia la palabra “movimiento” con una
descripcidén de la composicidén en términos de los deslizamientos asociados a cada
vector (con consideraciones adicionales como el acomodo de los vectores y las
figuras involucradas, con el fin de precisar la instruccién), para responder a la
pregunta, el estudiante apoyéd su construccién en el dibujo que aparece en la parte
superior izquierda de la pagina (donde reproduce la informacién del archivo
utilizado en la hoja de trabajo anterior y rescata informacion del mismo). En la
pregunta No. 2, en cambio, aprovecha la herramienta de vectores para justificar el
producto de la composicion de traslaciones y utiliza su estrategia para replicar la
respuesta del Caso “C” (influyendo de manera positiva en el rendimiento de este

ultimo, con la distinta informacién mencionada).

2. Si la figura F se le aplica la composicién T,oT,cT,, donde las vectores tienen
coordenadas u= (uj, Up), v=(v1, v2), w=-(w;, W1). ;Se puede simplificar la expresion?
Si su respuesta es afirmativa diga cémo, si considera que no es posible justifique por
queé y qué elementos necesita para que losea. __ (.f
-(.';‘ \ 2 | R o = Wy ANy -k -(""\-I

o N
. \

3. Dada una traslacion T, ;Es posible descomponerla en un producto de dos traslaciones?
En caso afirmativo ¢La solucién es inica? ;Por qué?

ST, Ne Sen = L\
.1 N £ ko oo Ty, Teuwlhk t S le 1o neS _I' 2} \‘ik s et \
= UTa e T ndooces . Vo< verkmie S b de lns Yras laco€s AR
e n sey = W \es O we | Vv = axly N Ve gr\bfc. No= Doy, 9y NazOsz s '-.;-(- &
4. Dada una traslacién Ty, donde v=(vi, v;) ¢De cudntas maneras se puede descomponer oo as

esta traslacion en un producto de dos traslaciones? Decir qué condiciones deben s
cumplir las coordenadas de los vectores que intervienen en la traslacién. Suponga que
W=(Wi, W) ¥ 2=(21, 22) son los vectores de las traslaciones que intervienen en la
descomposicion (T, = T,0T,,), expresa la relacién entre los vectores v, Wy z.

[ Resn. enlua S\
Y\ ] ] 7

Fig. N3.D.2

Considerando su trabajo anterior, el estudiante sigue utilizando a los vectores y
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sus propiedades para justificar sus observaciones. Las pruebas manejadas por el
caso D, parten de métodos perceptivos y culminan en justificaciones deductivas
(en la parte superior derecha observamos un dibujo de apoyo, utilizado para
justificar la afirmacion de las preguntas 2, 3 y 4).

Los argumentos presentados en la hoja de trabajo sugieren una categoria de
demostracidén “formal transformativa”; ya que parten de la definiciéon de traslacion
declarada por el estudiante en las distintas oportunidades (de manera implicita) e
infiere conclusiones sin apoyarse en ejemplos (al menos en la mayoria de los
casos). Sin embargo, las justificaciones no alcanzan la condicién de “Axiomatica”
por la abstraccion parcial que muestra al realizar trazos de apoyo o dibujos para

plantear las afirmaciones complejas.

V= N) = Qi+ - -0l (o“, Ont 0, 5012+ Uz '“—"‘ab

dicamos ave 1 - J L, . o i \
% S L Ba=5 Vs Oan = 1oV, Qg2 2y, Ia'ﬂ"‘;o %= 20
L] = n.\'.\\f -1 e = 3 ] - ) - I i
\J \ ! i \s'i,.‘ - _‘:_L 4 < R e \} - i o
© (L= e 2 /‘ © ) } b - o= Ll e

5. Si T, se descompone como el producto de tres, cuatro o cmcoziraslacmnes justificar
cuantas soluciones hay para cada caso.

]; 11 \ [ -
JVEAY) AR T N, 1) HOAA ST €0
l [

7

N =y, .y, y&aE@a.e) L ohg =(0g, 8p ) Elemple 3

t 0 'I.\.C\uj
Fig. N3.D.3

El estudiante responde de manera general en las preguntas que asi lo solicitan;
particularmente en la respuesta 3, la justificacién es tan amplia que su conclusién

se usa como referencia para las preguntas siguientes.

119



< e = = :
6. Comparte tus respuestas con ¢l resto de tus compafieros y utiliza el siguiente espacio
para redactar tu conclusién final, producto de la d:scusmn grupa!
LO [aaain 0\( \O\ "{E_E /[‘»l U es\oun IL\ afuecend oon (-'\'_'.I @ ( \O \
. ' [ E o £ < r
Pos Cion _(Co Lo S J{' comdonenieS o U ancnoanerd fo a4, on (L’\\-'-J'S,
oaxa ello € +eanian aue acomedar oS 60s0S de i€ :,rf s alguien
: | LB | . , \ & i O
A de \US :{'r A ln ces ) 5% Caso € dinientio ave € Vo rsmo acve oS
Sumas Pero Heocda  cadd 'm vdo \a '\'a QUeer 4 8V destine o A c no e
' o/
parect ) \IC\\lC‘:o/ ya o C re CI Mo NUMero C{{‘ Pasos v \w wgo e fl(‘for‘(;c_'
7. Conbaseenel u*aba]o hecho hasta el momento ; Enuncia una definicién formal de tra.siacmn en%tC adD
el plano? westalo B o gEnealirac

Fig. N3.D.4

Aunque el estudiante no deja de lado las actividades solicitadas, muestra una
influencia en su respuesta por parte del caso C; al grado de compartir su versién

de la discusién grupal (ya mencionada en los apartados anteriores).

T 7. Con base en el trabajo hecho hasta el momento jEnuncia una definicién formal de traslacién en” 2lec Cl’{ ) “:,.“_m;.\ D
el plano? \ . estaln Dien getaliadd)
ey Ayr ALY 0 YL I: .i[{. ) '; ‘\."luh';'-
{io N e X =W, W 1 tunlese LA en A\ *
Una drat nh e e bun i o + . Tos 122 iz L
A ng iTa s Loy -\ v e \[E“ — ¥
g =) |8 @Y N N ('-‘(\ = ( N+ ‘J v 9 Ka *\}?\ e S (\ onrel & 25 un
\ v ' _.1' z \ =]
onTe en iy LR > (QAS ta v A {
oo ‘I.. ¢ . \y[ \I,r JersSal \
8. Comparte y escucha sobre las defimmones elaboradas por el grupo en el punto anterior
y anota aqui los elementos que ayuden a precisar tu definicion (en caso de que existan),
ademds de observaciones sobre las versiones de tus comparieros.
M avellecnn Sve odeo g S0 N gl din Aescelmiy ln  Arad\oac e 3
coevdencidns o S o Wninieva, 1oa2oN GLe ead a\o gnos (o Apaner =N
1 1 ] \ 1 W
xoeocwonadio Vo palalbve  decWizov v o enver de wencionar Mveclor
. L
1 { { ' ) Vi
dicla s c! Vet a[*‘ un seemento de rec *:LQ con Crita diffecion ¥ hacred vr Qfﬁ',l)ciff
gue 0% TNUy I,’,‘C( recirdo a un vecdor =olo e as )L,‘O_ laberaA S

Fig. N3.D.5

El caso D redacta una definicion de traslacién con un lenguaje formal, que
considera las observaciones planteadas durante las sesiones anteriores y la
siguiente (posterior a las discusiones grupales de la hoja de trabajo). Incluyendo,
no sélo su respuesta, sino que ademas plantea los problemas percibidos en las
versiones de sus compaferos. Las respuestas 7 y 8, muestran la importancia que
el estudiante asigna al vector de traslaciéon en la redacciéon de la definicién y un
intento de construir una definicion equivalente con el uso de las coordenadas del
vector (aunque el mismo estudiante percibe una versién descriptiva de los

vectores, que mantiene las propiedades necesarias en la definicion).
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Las estrategias utilizadas en las justificaciones, muestran conclusiones directas a

partir de las propiedades conocidas de la transformacién

(deductivas) vy

planteando un escenario general (descartando ejemplos concretos), lo cual es

suficiente para asignar una categoria de demostracién “formal transformativa”.

ACTIVIDADES:

necesarios para caracterizarla.

- A continuacién aparecen distintas transformaciones (considera como figura inicial la de color
azul y como imagen final a la figura roja), para cada ejemplo asigna un nombre, describe cémo
es posible construir la transformacién sefialada e identifica los elementos que consideres

Be lloidse

Caso 1:

- N
>ea D= (%4) vy

.QL’ g

e\ ete
¥

L OOV O
Y (|

n N A

Fig. N3.D.6

Para responder a la siguiente hoja de trabajo, el estudiante utiliza un lenguaje

funcional (presentando, en algunos casos, la “regla de correspondencia” que

vincula la figura original y su imagen). En el caso 1, lo define como una reflexién y

menciona al eje de reflexion como “un elemento necesario” para elaborar la

construccién (equivalente al papel de los vectores en la construccién de

traslaciones). Las justificaciones parten de exploraciones perceptivas, pero se

presentan con una apariencia deductiva; todo esto surgié al reorganizar la

informacién recopilada en la fase 2 con la construccion funcidén analitica que

vincula a las figuras del cuadro presentado.
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Fig. N3.D.7

Para el “caso 2” se percibidé un adelanto considerable en cuanto a la organizacién
de las actividades; en la imagen presentada aparece una rotacién de 180° con
centro de giro en el origen, la mayoria de los estudiantes percibié la
transformacion con este modelo (o muy cercano a él), el caso D en contraparte,
describié la transformacion como una composicion de reflexiones (donde los ejes
de reflexion son los ejes cartesianos) y redacta en la parte izquierda de la hoja una
interrogante personal: “; Se valen otros ejes?’ haciendo alusién a ejes de reflexién
distintos a los ejes del plano; tal interrogante fue compartida durante la discusion
grupal y el estudiante concluy6 que “los ejes deberian estar a 90%'. Cuando se le
pregunto sobre el efecto de no tener angulos rectos entre los ejes de reflexion no

logrd concretar una respuesta.

Caso C/—\\ Epade casd B0 y o (0,0)
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vé
D . R T
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R galp)s(oosh -usent xenb+ypst)
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Fig. N3.D.8

Para resolver los casos 3 y 4 utiliza las matrices de rotacibn como método de
justificacidon; aunque originalmente realiza las exploraciones con herramientas
perceptivas. El caso 3, particularmente, muestra un primer intento de manipulacién
de las figuras dentro del plano (respaldado con construcciones intuitivas) e incluso
explica la trasformacién durante la discusién grupal mediante la composicion de
una rotacién y una traslacion (en el plano aparece un vector auxiliar que
representa la traslacion tentativa), este acercamiento fue desechado por el
estudiante y opté por usar la matriz de rotacidn en los casos siguientes (la

explicacién con matrices aparece en la parte superior de la hoja, respondiendo a

los casos 3y 4).
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Fig. N3.D.9

Para el caso 4 realiza mediciones de lados claves del poligono, con la intencion de
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identificar el angulo de rotacion y generaliza la observacion a la figura completa;
los calculos que aparecen en los renglones los utiliza para justificar el por qué del
angulo utilizado en la matriz de rotacién. El primer argumento que aparece en la
transformacion es de tipo perceptivo, ya que se deduce el angulo de 126° a partir
de la seleccién de vértices aparentes del poligono y el célculo de las pendientes
de las rectas que los contienen, completando la respuesta con la presentacién de
la transformacion de manera analitica a partir del trabajo sobre la matriz de
rotacion. La organizacién de las pruebas elaboradas, se interpretan como una
demostracién transformativa de experimento mental; donde se realiza una
conversion del ambiente geométrico al analitico, con una referencia de peso sobre
los segmentos de la figura presentada y culminando en la matriz de rotacién

declarada como pilar del argumento.

Para el caso 5, la representa como la composicion de una traslacion y una
contraccion (en ese orden), pero sus dudas y comentarios durante la fase 3
mostraron poca claridad sobre los elementos requeridos, incluso deja incompleta

su respuesta final en la hoja de trabajo.
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Una caracteristica fundamental de la traslacion es que respeta tamaiio y forma ;Qué otras
transformaciones conservan estas propiedades?

lo_rodacior \n 1:-#1\;-:-,“'?{1 '(', 0 "’hrli')ﬂ'_\""_ NLS de es '\)

Discute con tus compafieros sobre sus respuestas en el punto anterior y anota aqui tus
conclusiones ok
s s 1O
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Investiga el nombre de las trasformaciones en el plano que respetan e
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Fig. N3.D.10

La dltima transformacién permite observar una confusion en el caso 6 y donde, de
manera similar al caso C, el estudiante no percibe el cambio de orientacion de la
figura y redacta en su version final una rotacion errobneamente. Las respuestas
describen la impresion del trabajo del caso A y una explicacion plausible del por
qué de su rendimiento (“una companera que se quedo con la idea de que todo se
hacia con vectores’). La respuesta final fue obtenida de internet durante la fase 3
y, contrario a sus companeros, incluye la reflexion con deslizamiento;

refiriéndose a ella como “simetria con deslizamiento’.

Ya conoces el software GeoGebra, haz uso de él para responder las siguientes preguntas:

1.- Abre el archivo “Rotacion 1” y manipula los elementos que aparecen ;Cudles es la
relacion entre los objetos del archivo (Figura azul, Figura roja, Punto O y Angulo a)?

! N . oY

- Selecciona la casilla “Punto e imagen”, apareceran dos puntos (P y su homélogo P’
bajo la transformacién) y los segmentos que unen a cada uno con el punto O. Mide las
distancias de los segmentos OP y OP’ con la herramienta “distancia o longitud” del
menu de herramientas de GeoGebra. ;Cual es la relacion entre las distancias de los
segmentos OP y OP’?,

M I ‘
\I

- Verifica para otras posiciones del punto P ;Sucede lo mismo para los demas puntos>
con los cuales experimentaste anteriormente?__S{  Anota tus observaciones:

2.- Selecciona la casilla “Marcar dngulo™ ; Qué elemento aparece? ;Como se relaciona
con el angulo a?

0d | ) A\

oP!

12)

- Verifica para otras posiciones del punto P y para distintos dngulos a ;Mantienes tu
respuesta anterior? £.0  Anota tus observaciones: .

) SDVNDY ) en e ‘.- 7) B, C0 OV A cLorne
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0

“Fig. N3.D.11
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Las observaciones de la hoja de trabajo 8 las podemos resumir a la relacion de
una circunferencia imaginaria con la transformacion de rotacioén; lo cual aparece
implicitamente en el segundo inciso de la pregunta 1, donde el estudiante elabora

la siguiente conjetura:

“OP=0P’. Asi que podriamos decir que O es el centro de una circunferencia

de radio r=OP=0P’ donde P y P’ son puntos de la circunferencia”

Reconsiderando lo solicitado en la pregunta 2, el estudiante explica la congruencia
de los segmentos formados por OP y OP’ mediante la construccién de la
circunferencia, considerando a la rotacion como un movimiento a traves de
circunferencias de distinto radio (una estrategia muy similar a la utilizada por el
estudiante “C”). Aunque la conclusién es antecedida por mediciones concretas de
segmentos, éstas parecieran solo ser utilizadas como recurso de exploracion; ya
que considerando la conclusién, las mediciones son explicadas como “aparentes”
propiedades de la transformacion, es por ello que la categoria de demostracién
asignada es deductiva de experimento mental.

3.- Con base en el trabajo hecho hasta el momento. Enuncia una definicion de rotacion en

el plano con respecto a un punto.

Fig. N3.D.12

La pregunta final solicita una definicion de la transformacion, donde el alumno
menciona la condicion de equidistancia de los puntos homoélogos y el centro de
giro, pero sin incluir informacién sobre el angulo de rotacién, ni su papel en la
transformacion. Las siguientes sesiones, donde se comparten y discuten las
definiciones de rotacion y reflexion no contaron con la participacion del caso D (por

inasistencia).
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Como consideraciones del escenario para la resolucion de la hoja de trabajo 11, el
estudiante llegé tarde al inicio de la sesién y conté con poco tiempo para construir
las conjeturas, al grado de no concretarlas; es por ello que las respuestas
presentadas fueron elaboradas al final de la discusién grupal y no a la par de sus
companeros. En cuanto al papel del estudiante durante la fase 3, fue bastante
activo y sus intervenciones se orientaron a aportar algunas propiedades que
observaba durante la exploracion grupal (particularmente en el caso de reflexiones
con ejes paralelos) y precisar las respuestas de sus comparneros (considerando
posibles contraejemplos de sus afirmaciones). La hoja de trabajo presentada fue la

siguiente:
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L2 i, HOJA DE TRABAJO No. 11 :
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. ~ ACTIVIDADES:
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- = Haz uso del software GeoGebra para responder las siguientes preguntas:
) 5, I. Abre el archivo “Reflexién 2", donde aparecen varios elementos manipulables. En
S~ el archivo podras explorar de manera general tu conjetura sobre la composicidn de
o™ o~ reflexiones, hecha en la actividad anterior.
- Manipula las rectas: roja y verde (las cuales representan el primer y segundo eje de
L \5 reflexidn respectivamente).
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En el mismo archivo, experimenta cuando los ejes de reflexion son paralelos, activando la
celda “Recta paralela’™ (este botén limita las posiciones de la recta de color verde, ~ (€C o0
permitiendo sélo rectas paralelas al eje de reflexién rojo ¥ que pasan por el punto C). ;Qué .| .

jsometria trasforma la figura F en F"*? ; Describela con la mayor precision posible?

n,

fueron peeen-
Aicular g
los 2e s
SV Magmtua
A
= i
w
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Fig. N3.D.13

Para analizar las actividades realizadas, el interés se concentra en el significado
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de los “garabatos” que aparecen alrededor de las respuestas planteadas
(considerando a éstas ultimas como el producto terminado de la exploracion). Asi
que a continuacién se reorganizan e interpretan elementos auxiliares utilizados por

el estudiante.

Dado que las respuestas se redactaron durante la discusion grupal, la
construccién de figuras y calculos se convierten en un intento de validar las
conjeturas elaboradas durante la sesidén. Durante la fase 3, el estudiante declaré
que cuando los ejes de reflexidn son paralelos entonces la composicion es “una
traslacion’; pero se mostrd incrédulo ante su propia afirmacién y cuestionandola,
como estrategia de exploracion opté por hacer un analisis por casos (usando
como criterio la posicién de la figura original y su imagen con respecto a los ejes
de reflexion).

S i T i)
v e ; P - E:
: s f gD - E .
TR S 7 DL

Fig. N3.D.14

En las comprobaciones con herramientas del plano sintético, se relaciona los
puntos homdlogos de las reflexiones (mediante la equidistancia al eje de reflexion)
y las diferencias entre las tres construcciones muestran una seleccion de casos;
en el primer cuadro aparece la imagen inicial entre los ejes de reflexién, en un
segundo intento se construye por encima de ambos ejes y en el cuadro final
aparece un caso extremo al sobreponer la imagen con respecto al primer eje de
reflexién. En los tres escenarios realiza las comparaciones de las medidas y, no
conforme con la exploracion, realiza intentos de justificacion en el registro

analitico.
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Fig. N3.D.15

En los cuadros siguientes se realizan calculos algebraicos para longitudes
especificas (primer cuadro) y son utilizados para reorganizar los distintos
acomodos de las transformaciones. En la imagen central aparecen tres triadas de
nameros, los cuales representan el acomodo de las figuras, sefialando el orden de
las transformaciones. En el cuadro final aparece la conclusion de “d(v,r)-
d(v,a)=d(a,v)’ y es consecuencia de un error en el acomodo de la informacion. Al
margen de los resultados, es notorio el cambio de rol en cuanto a la funcion de la
demostraciéon (al menos al utilizado por el estudiante en las actividades
anteriores). Las caracteristicas de las justificaciones no permiten asignar una

categoria de demostracion deductiva con experimento mental transformativa.

Fig. N3.D.16

Para la composicion de reflexiones con ejes no paralelos realiza una
comprobacién de experimento mental transformativa. Con el fin de facilitar la
construccién marca la circunferencia auxiliar (mencionada en la hoja de trabajo 8),
pero la relacién de los angulos que utiliza como punto de partida no le permite

avanzar de manera significativa en la prueba.

Como resumen del desempefio del estudiante, se observan exploraciones vy
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demostraciones inductivas con ejemplos genéricos, experimento mental
transformativo (con mayor recurrencia) y deductivas formales transformativas.
Aunque la construccion de definiciones no fue completada, el estudiante presenta
construcciones puntuales como guia y enunciados econémicos, ademas de la
transformacion de definiciones incorrectas en correctas. Las respuestas y las
habilidades mostradas lo convierten en candidato para darle seguimiento al nivel 4
(con la hoja de trabajo 12).

OBSERVACIONES DEL NIVEL 3

Los criterios de evaluacién marcan a los estudiantes C y D como candidatos para
continuar con la secuencia de actividades, en cambio los estudiantes A 'y B no
cumplen con los requisitos del tercer nivel; por lo tanto, se opta por omitirlos como
elementos de estudio para la hoja de trabajo 12. Entre las carencias de los
estudiantes A y B esta la construccion de definiciones poco econdémicas e
incompletas (influenciadas por elementos preceptivos y enfoques empiricos)
ademas de respuestas influenciadas por niveles distintos. Esto ultimo resultd
definitorio para la asignacion de los subniveles.

En cuanto a los estudiantes C y D, muestran un avance significativo en las
técnicas de exploracion y presentacion de resultados, ademas de cumplir con los
requerimientos matematicos para la resolucién de la hoja de trabajo siguiente. Una
medida apropiada para la continuacién de las actividades es la incorporacion de
herramientas analiticas para la resolucién de las hojas de trabajo, razén por la cual
se suspende la secuencia y durante las siguientes sesiones se abordan las

transformaciones con métodos analiticos.

ANALISIS DEL CUARTO NIVEL DE VAN HIELE
(Hoja de trabajo No.12).
Contemplando la variedad de elementos necesarios para trabajar apropiadamente

el cuarto nivel, el seguimiento de las hojas de trabajo perdié continuidad, con la

intencidon de promover un recordatorio de elementos de algebra lineal, algebra
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moderna y geometria analitica necesarios para evaluar la estructura de grupo de
las isometrias en el plano. Previo a la aplicacién de la hoja de trabajo No. 12, los
estudiantes trabajaron la version analitica de las transformaciones, en el caso de
la rotacion se profundizé en el tema de la matriz de rotacion, su construccion y las
consideraciones a incluir si la rotacién tiene como centro de giro a un punto
distinto del origen. Otro elemento del contexto para la aplicacion de la actividad es
que solo fueron requeridos los estudiantes que superaron los primeros 3 niveles
de Van Hiele, eso nos limita a estudiar las respuestas de 2 de los casos
seleccionados (C y D).

A los estudiantes se les citd fuera del horario de clases, ambos tenian a la mano
una computadora con GeoGebra instalado y acceso a internet, para realizar

consultas en caso de que lo consideraran necesario.

Caso C:

ACTIVIDADES

Investiga la definicion del concepto algebraico llamado “Grupo™.
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Fig. N4.C.1

El estudiante confes6 no recordar la definicidn de “Grupo”, por lo cual se le
permitié consultar fuentes de internet (conviccion externa) y, previo a responder a
la pregunta uno, revisdé un par de paginas web, para después realizar su

redaccion.
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Si consideramos a cada transformacion de manera independiente (traslacion, rotacion 'y

reflexion), ;Cuales constituyen un Grupo, con la operacion composicion:
Para cada transformacion, justifique ampliamente su respuesta.

NeleYeotn Wa 2 QA 4 00 2

Fig. N4.C.2

Para cubrir lo referente a la estructura de Grupo, el estudiante se limité a utilizar la
cerradura como definitoria. Mientras que para el tipo de transformaciones que no
satisfacen la cerradura bajo la composicion (rotacién y reflexibn) manej6 una
estrategia de contraejemplos. El escenario contrastante, es cuando asegura que el
conjunto de traslaciones forman un Grupo al evaluar solamente la propiedad de

cerradura.

{ ‘ [ ' :fine un subcon) que si cumpla con las
Para las transformaciones que no formen un grupo. define un subconjunto que si cumpla con |z

propiedades de grupo.
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Fig. N4.C.3

El reconocimiento de estructura de grupo se evalla en la pregunta siguiente, en la

cual se solicita a los estudiantes la definicion de un subconjunto de elementos,

para cada transformacién, donde se cumplan las condiciones de grupo. En el caso

de las reflexiones, el estudiante define a:

“Composicion de (2n+1) reflexiones”

Considerando los valores n como cualquier numero Natural, al profundizar en la

respuesta del estudiante, éste declara durante la fase 3: “los elementos del

conjunto son todas reflexiones impares de un (con respecto a...) gje de reflexion’ y

construye su conjunto en el pizarrén; dibujando una figura inicial y la imagen de la
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misma después de 2 reflexiones sobre un eje particular (los objetos construidos
son figuras superpuestas a la original). Las indicaciones senaladas para la
construccidén, muestran una confusion sobre la operacion definida en el Grupo (la
reflexién, en este caso) y un desconcierto en cuanto a los elementos de interés,
siendo de mayor relevancia las figuras transformadas que los elementos que

definen a la transformacién.

Para la construccién del subconjunto de Rotaciones, el estudiante explora con
ayuda de un archivo de GeoGebra, pero durante la sesidén se limita a especular
sobre la composicion (evaluando la propiedad de cerradura) y omite una respuesta

al respecto.

L Bajo la operacion composicién, el conjunto formado por las transformaciones isométricas
(rotacion, reflexion y traslacion) es llamado “Grupo de isometrias”. Verifica que efectivamente
es un Grupo, justificando ampliamente tu respuesta.
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Fig. N4.C.4

Para la pregunta final se solicita una justificacion para el término “Grupo de
Isometrias”, al responderla el estudiante requiere replantear la respuesta anterior
(relacionada con la composicién de rotaciones) y no logra construir una respuesta
aceptable. Al hablar de la composicion de rotaciones menciona “la traslacion” y “la
doble reflexion’, esta ultima representa una transformacion no permitida en el
grupo (o al menos no permite asegurar la cerradura del grupo bajo la operacion

composicion).

Las categorias de demostracién usadas para responder a las distintas actividades
del nivel se pueden separar en dos conjuntos: primeramente, las inductivas de
ejemplo genérico con inferencia (asumidas como fruto de las exploraciones de las
hojas de trabajo anteriores) y las perceptivas, éstas ultimas usadas al interpretar a

las transformaciones como movimientos aparentes de figuras geométricas.
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Las distintas respuestas no muestran una visibn estructural de las
transformaciones; el estudiante se limita a explorarlas con el apoyo de figuras
concretas, no permitiendo concebirlas como objetos independientes con respecto
a los elementos que transforman. Durante la fase 3 el estudiante mostré
confusiones relacionadas con ésa visién estructural, particularmente en el inciso 3;
donde se solicita la construccién independiente de subgrupos para cada
transformacion. Cabe sefalar, que en mas de una ocasion fue necesario
replantear las actividades en términos del efecto en las figuras. Un ejemplo
relacionado con sus desconciertos se da durante la construccidén del subgrupo de
reflexion, donde pregunté cémo podria asegurar la existencia de un elemento
neutro, dando lugar a la intervencién del caso D diciéndole: “tienes que encontrar
una reflexion que deje inmdvil a cualquier figura en el plano”, esta respuesta fue
interpretada erroneamente y el estudiante confundi6 la existencia del elemento

neutro con la existencia de inversos bajo la composicién®.

Las fases consecuentes fueron afectadas por las distintas confusiones acarreadas
y el desempefio durante la hoja de trabajo 12 fue significativamente inferior al
mostrado en los niveles antecesores, sus resultados muestran una mezcla de
respuestas correctas e incorrectas; ademas de razonamientos y resultados
escasos. Las actividades requerian la comprensién de la estructura axiomatica de
las transformaciones y ser capaz de realizar comprobaciones formales; sin
embargo, no aparecié evidencia suficiente del dominio del estudiante en tales
aspectos. Por lo tanto, el desenvolvimiento del caso C indica un dominio parcial
del cuarto nivel de razonamiento y, siendo congruentes con lo percibido en las

respuestas, se le asigna una adquisicion baja-intermedia del nivel.

Caso D:

El estudiante recurri6 al uso de la maquina sélo para explorar sobre la

composicion de rotaciones.

? La conversacién de los estudiantes fue indispensable para interpretar la respuesta del tercer inciso de la hoja
de trabajo 12; considerando que la redaccién resulté insuficiente y poco ilustrativa.
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ACTIVIDADES

1 8

Investiga la definicion del concepto algebraico llamado “Grupo™.
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Fig. N4.D.1
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Cuando el caso C recurrié a la investigacion en paginas de internet para responder
a la pregunta, el estudiante D comenté estar inscrito en la materia de Algebra

Moderna (elemento a considerar al evaluar la variedad de herramientas
matematicas y la maestria en el uso de algunas de ellas).

¢ /»’ Si consideramos a cada transformacion de manera independiente (traslacién, rotacion y
- reflexion), ;Cuales constituyen un Grupo, con la operacion composicion? o
Para cada transformacion, justifique ampliamente su respuesta.
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Fig. N4.D.2

La definicibn de traslacion en términos de vectores fue capitalizado en la

organizacion de su respuesta para el inciso 2, para verificar la cerradura elabora
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un trabajo considerando los vectores como pieza y hereda a la transformacién la

propiedad de asociatividad, a partir de los numeros reales.

Fig. N4.D.3

Considerando la afirmacién sobre los axiomas de los numeros reales y su

conocimiento al respecto, resulta confuso el por qué el estudiante no recurre a

ellos para evidenciar las propiedades siguientes (tal y como lo hizo para la

asociatividad). En ésta ocasion, construye y organiza deductivamente la existencia

del elemento neutro y los inversos para cada traslacion del conjunto, presentando

la informacion en un lenguaje analitico (siendo este ambiente, donde el estudiante

muestra mayor comodidad) y con demostraciones formales transformativas (no se

asigna el grado de axiomatica por recurrir a postulados de los numeros reales de

manera explicita, tal consideracion limita el alcance en geometrias alternativas).
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Fig. N4.D.4

Para refutar la estructura de grupo para la reflexion, el estudiante evoca los
resultados de la hoja de trabajo anterior.
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Fig. N4.D.5

La poca exploracion dedicada a la composicién de rotaciones es evidente en las
respuestas de los estudiantes C y D, la unica diferencia radica en el poco riesgo
que asume el caso D al responder entre paréntesis la palabra “conjetura’ (en la
parte baja de la hoja de trabajo mostrada anteriormente), haciendo alusién a lo
superficial de su exploracién y el poco peso que asigna a su propia afirmacién. Las
justificaciones elaboradas resultan insuficientes, incluso para el alumno. Una
posible conclusién al respecto, es la forma en que el estudiante demerita su
resultado al no lograr estructurar una respuesta con los lineamientos usados para
la evaluacién de traslacion.
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propiedades de grupo.
; No _ence niE0 U bheonlwmTO  goeg  Cox ch ; ¢
a0 \oaro delintr ona  ve in—neudra . o menos gqee nanhge fos
T t T 1 R
pontos guwe (o loy€n a esp vecra, v s, Wiceva esto
af: ) '_;‘_,r. =, y Ne{as v Serfion  ONICA o
o ensd Se D e oW
Nno €x\3t€ on ) 1 -
W . | - - A 5 S '_‘_‘x/ \ E\T . e ] {‘;’ : !:f.
~ | : i \ pany \.._.
Fig. N4.D.6

El comentario hecho por el estudiante para disipar la confusiéon del caso C,
muestra su antecedente en la respuesta del tercer inciso; donde el alumno afirma
la no existencia de un subconjunto de reflexiones que formen un grupo. El
fundamento parte de la inexistencia de un elemento neutro, lo cual implica la
evaluacién de las trasformaciones de manera independiente a las figuras o
imagenes que transforman (en contraste a la versién del caso C, para la misma

pregunta).

La exploracién sobre rotaciones no es incluida en la respuesta, posiblemente por
el desconocimiento del resultado de la composicion de rotaciones y las pocas
herramientas para abordarlo. En el anverso de la hoja siguiente aparece un intento
de expresar el resultado de la composicién de rotaciones mediante el uso de
matrices, pero fue tachado por el estudiante por lo poco ilustrativo de la respuesta
obtenida.
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Fig. N4.D.7

Al final de la sesién, el estudiante pregunt6 sobre identidades trigonométricas que
pudieran ser de utilidad para abordar la pregunta, evidenciando lo poco claro de la

respuesta obtenida e intentando recuperar el trabajo avanzado en el ambiente
analitico.

A

4 - Bajo la operacion composicion, ¢l conjunto formado por las transformaciones isométricas
(rotacion, reflexion y traslacion) es llamado “Grupo de isometrias™. Verifica que efectivamente
es un Grupo, justificando ampliamente tu respuesta.
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Fig. N4.D.8

La pregunta final de la hoja de trabajo, solicita al estudiante justificaciones del

término “Grupo de Isometrias”, para responder a la actividad, el caso D afirma

realizar comprobaciones independientes para cada propiedad de Grupo. La

primera en verificarse es la cerradura; para la cual separa las composiciones

vistas anteriormente de las no exploradas (al menos durante la clase).
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Fig. N4.D.9

categorias de demostracién usadas para afirmar la cerradura son de tipo
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perceptivo, al ser producto de exploraciones en GeoGebra (e incluso las
redactadas en la imagen anterior, donde inicia el péarrafo diciendo “ya vimos
que...”, son sélo conjeturas de la actividad No. 11 y producto de las exploraciones

en los archivos correspondientes).

Las distintas composiciones son apoyadas con trazos y construcciones en
“SketchPad”'°, evidenciando el tratamiento empirico de las afirmaciones; al grado

de resultar insuficiente para describir la composicién de reflexidén y traslacion.
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Dentro de la valoracién de cerradura, el estudiante profundiza en la composicion

de reflexién y traslacion, al usar un ejemplo genérico e involucrar las propiedades

' El software de Geometria dinamica estaba instalado en la maquinas del centro de cémputo y la preferencia
del estudiante estd influenciada por la maestria en su manejo, el profesor titular de la clase utilizé la
paqueteria de manera recurrentemente en sesiones anteriores al pilotaje.
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de la trasformaciones (demostracidn inductiva de ejemplo genérico con inferencia),
llegando a la conclusién de que “No es un Grupo” y evita entrar en especulacion al
respecto. Las construcciones del estudiante no fueron compartidas durante la fase
3y las exteriorizé fuera del horario de clases, por una aparente curiosidad.

Antes de continuar con las generalidades en las que se vio involucrado el caso D,
es conveniente recordar una de sus respuestas de la hoja de trabajo 7.

Investiga el nombre de las trasformaciones en el plano que respetan el tamatfio y la forma.
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Fig. N4.D.11

Esta respuesta diferencia al estudiante del resto de sus compafieros, al ser el
unico en incluir 4 transformaciones distintas (en contraste con el resto de los
alumnos, quienes se limitan a mencionar rotacion, reflexion y traslacion), la
transformacion adicional fue la reflexiébn con deslizamiento, misma que no fue
usada como una explicacion de la “no cerradura® del conjunto de

transformaciones.

Fig. N4.D.12

Para asegurar la propiedad de existencia del elemento neutro, el estudiante se
apoya en la rotacién y traslacion y, a diferencia del caso C, describe los elementos
inversos para cada transformacion de manera global y sin requerir del uso de

figuras concretas para relacionar las transformaciones.
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El estudiante se mostraba consciente de la ausencia de informacion relevante,
manifestando que no estaba en condiciones de continuar con sus afirmaciones

hasta asegurar la cerradura.
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Fig. N4.D.14

El avance es parcial y la confusion del caso D, se puede atribuir a la redaccién de

la pregunta misma, la cual dice:

Bajo la operacion composicion, el conjunto formado por las
transformaciones isométricas (rotacion, reflexion y traslacion) es llamado
“Grupo de isometrias”. Verifica que efectivamente es un Grupo,

justificando ampliamente tu respuesta.

En la parte final de la pregunta se afirma la estructura de Grupo para el conjunto
de transformaciones, lo cual puede inhibir las respuestas originales del estudiante
(al influir en la redaccion por presentarse una respuesta de manera autoritaria en
la pregunta). Al margen de la respuesta, el estudiante no indaga al respecto y no
utiliza la transformacién adicional que declara en la hoja de trabajo 7 (reflexion con

deslizamiento).
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Evaluando las practicas hechas por el caso analizado, el estudiante utiliza de
manera sistematica categorias de demostracion deductivas y las afirmaciones con
antecedentes empiricos no las considera validas. En varias hojas de trabajo,
cuestiond las conjeturas de sus comparieros, mediante el uso de contraejemplos
(casos extremos generalmente), ¢ intenté validarlas con encadenamientos

deductivos.

Aunque aparecen algunas confusiones relacionadas al término “Grupo de
isometrias” (comentadas anteriormente), el estudiante muestra un dominio de las
propiedades de Grupo y su tratamiento. Las dudas planteadas por el estudiante
fueron exteriorizadas después de culminadas las actividades; como una aparente
curiosidad matematica, afectando el alcance de las fases 4 y 5 (al no tener un
objetivo concreto a cual dirigirse). La integracion fue la mas disminuida en cuanto
a potencial, ya que el tipo de demostraciones tomé un giro considerable, con
respecto al tipo de trabajo presentado con anterioridad.

Las respuestas de las hojas de trabajo son correctas, pero no llegan a la solucion
del problema indicado o cuenta con justificaciones escasas. Considerando el nivel
de razonamiento y las facultades mostradas, se asigna un nivel 4 con adquisicion

alta (sin llegar a ser completo).

OBSERVACIONES DEL NIVEL 4

En las hojas de trabajo anteriores al nivel 4, los estudiantes C y D mostraron un
desempefio por encima del rendimiento de sus compaferos; asumiendo un rol
protagdnico y guia para el resto del salon (ya sea por la iniciativa durante las
exploraciones sugeridas o por la precisién en las afirmaciones, mostrados por los
casos C y D respectivamente). En cuanto a lo percibido en la hoja de trabajo 12, el
caso C muestra carencias, que pueden estar relacionadas con las pocas
exploraciones promovidas o complicaciones relacionadas con la concrecion de las
exploraciones previas, en un ambiente de mayor generalidad. Por otro lado, el
caso D se ve menos afectado por el tipo de actividades, aprovechando su
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aparente dominio de tépicos de Algebra Moderna para el estudio de la estructura
de Grupo, las complicaciones a las que se enfrenta son promovidas por la
redaccién de la Hoja de trabajo 12 y confusiones encadenadas a las preguntas

iniciales.

Considerando las categorias de demostracion, los estudiantes utilizan métodos
similares de exploracion, pero sin asignar un peso similar a las conclusiones
obtenidas; el caso C por ejemplo, usa exploraciones inductivas para responder a
las distintas actividades y el caso D las restringe como comprobaciones,
utilizandolas solamente para organizar el material en una demostracion deductiva

(al menos en los casos que cuenta con la exploracién suficiente).

En un afan de contrastar las categorias de demostracién utilizadas durante la
resolucion de las distintas hojas de trabajo, la actividad siguiente consistié en la
aplicacion de un examen final, donde se solicitan (explicitamente) demostraciones

de las conjeturas elaboradas durante las distintas actividades.

ANALISIS DE EXAMEN

(Hoja final)

Durante la realizacién de las primeras hojas de trabajo fue notoria la irrelevancia
que los estudiantes asignaron a la justificaciébn de sus afirmaciones, en una
primera instancia no fue un problema para la investigacién (considerando la
variedad de respuestas de las primeras actividades y la libertad proporcionada
para las exploraciones). La medida tomada, con un exceso de optimismo,
consistié en dar el beneficio de la duda y esperar que las justificaciones de los
estudiantes asumieran un rol protagbnico en las afirmaciones de mayor
complejidad. Al ver que las hojas no lograban capturar los argumentos utilizados,
se optd por incorporar, como actividad final, la resolucién de un examen, donde se
solicitan de manera explicita las afirmaciones hechas por los estudiantes durante
la resolucion de las distintas hojas de trabajo.

La aplicacion del examen contrasta con el mecanismo usado de las hojas de

trabajo, éstas ultimas tienen un seguimiento natural y estan influenciadas por un
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trabajo de grupo o atendidas por el profesor. El examen en cambio, fue una
especie de concrecion de los resultados trabajados y fue aplicado de manera
individual (los estudiantes B y C lo resolvieron de manera conjunta por iniciativa
propia), pero el poco tiempo restante obligd a permitir su entrega en los siguientes
dias.

En un afan de presentar un analisis minucioso sobre los métodos de
argumentacion, para cada caso de estudio se presenta una interpretacion de las
categorias de demostracién usadas en cada pregunta. La hoja final, entregada a
los estudiantes, fue la siguiente:

Examen

Nombre: Fecha:

1.- Fruto de tu exploracion, descubriste distintas propiedades de las traslaciones en el
plano. Demuestra las sigimentes conjeturas, utihzando la defimicion de traslacion
elaborada en clase (entiéndase Ty como la traslacion a traves del vector v):

# 51 [ ezuna recta (o segmento de recta) en el plano, entonces T || {

#% Demuestra que &l conjunto de Traslaciones en el plano ez cerrado bajo la

COMposicion.
2.- Una transfonmacion ¢ e una isometria (en el plana) si:
¢:R* - R? vp.q € R?: d(p.q) = d(p(p). ¢(g))

Siendo d(p.g) la distancia euclidiana. Demuestra que cada unma de las
transfonmaciones vistas en clase (traslacion, rotacion v reflexion) son isometrias,
utihzando las definiciones elaboradas.

3.- Enuncia una conjetura (corpleta) sobre la composicion de reflexiones con respecto a
gjes no paralelos v las rotaciones en el plano. Demueéstrala.

4 .- Enuneia una conjetura (conmpleta) sobre la composicion de reflexiones con respecto a

gjes paralelos v las traslaciones en ¢l plano. Demuéstrala.
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Caso A:

El caso A no entrego la hoja correspondiente al examen final.

Caso B:

La revisibn de los examenes muestra una similitud en las respuestas de los
estudiantes B y C, asi que el analisis se hara bajo el supuesto de que la
elaboracién del examen fue de manera conjunta. La medida tomada consistié en
la evaluacion de los resultados de manera independiente y en enfatizar las
diferencias en la redaccion (las cuales muestran elementos personales que cada

estudiante considera necesario incluir en una demostracion).
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Las afirmaciones relacionadas con la traslacion se presentaron en 2 incisos, en la
primer seccidon se hace alusién al paralelismo de vectores y en un segundo
momento se pide la comprobacion de cerradura de la transformacion de
traslacion. Para responder al primer apartado, el estudiante recurre al enunciado
“la distancia de un punto P a P’ se conserva para todo punto sobre la recta’,
deducido a partir de declarar la existencia de vectores paralelos (aunque
solamente hace uso del concepto de magnitud, asociado con los vectores). El
cierre de la demostracion habla de paralelismo de | y T\(l), partiendo de la premisa
de que P y P’ se encuentran a la misma distancia, por lo tanto, la definicion de

paralelismo utilizada se podria redactar como:

"'En este momento, el andlisis ya no esta ordenado por Niveles de razonamiento, es por ello que el nuevo
formato para enumerar las figuras es: Examen. Caso de Estudio. Nimero de Imagen
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Las rectas l,y l, son paralelas si:
VPyQtalqueP€el,yQel, =dP1,)=d(Q, 1)
Las justificaciones presentadas en el primer inciso resultan incompletas vy, por las
inferencias presentadas sin un encadenamiento deductivo explicito, asumimos que
el argumento esta influenciado por la exploracién promovida en la hoja de trabajo
3, razbén por la cual se asigna una demostracion inductiva de ejemplo genérico con
inferencia (esto Ultimo al considerar las distintas propiedades declaradas,

relacionadas de manera implicita).
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Fig. E.B.2

Para el inciso b), el estudiante se apoya en una afirmacién de algebra lineal, al
parecer le resulta natural el manejo de la composicién de traslaciones como la
suma de los vectores que las definen. Ante el uso del teorema auxiliar para validar
la conjetura seria inapropiado asignar una categoria de demostracién con estas
condiciones (aunque se desconozcan las razones para incorporar elementos de
naturaleza distinta).

La pregunta 2 exige al estudiante un tratamiento de las transformaciones como
isometrias y la hoja entregada por el caso B no muestra intento alguno para
resolverlo.
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Fig. E.B.3

Las conjeturas de cierre de la hoja de trabajo 11 se replantean en el examen, con
la intencién de evaluar el tipo de justificaciones que aparecen en un escenario de
mayor exigencia (comparado con una sesion de clases convencional). Para
responder a la relacién de la composicion de reflexiones (ejes no paralelos) y las
rotaciones en el plano, el estudiante evoca caracteristicas perceptivas, pero sin un
interés en validarlas apropiadamente (a partir de las definiciones hechas o
propiedades verificadas); por ejemplo, parte del supuesto de que los ejes de
reflexién son las bisectrices de los angulos POP’ (donde P y P’ son los puntos
correspondientes bajo la transformacion y O el punto donde se intersectan los
ejes). Al margen de lo fuerte de la afirmacién y lo improvisado de su inclusion en la
demostracién, el estudiante no cuenta con una exploracion que lo sustente, por lo

cual se basa en elementos visuales (perceptivos).

Evaluando la organizacion de la respuesta en el examen, el caso B presenta un
intento de demostracién de experimento mental transformativa; por lo tanto, se
asigna la categoria de experimento mental, debido a la omision de informacion de
los elementos que utiliza como premisas (V, F, V', F’, |4, |2, las transformaciones
que los relacionan, etc.) para lo cual parte de una imagen mental del objeto en un

ambiente geométrico. Otra carencia del trabajo, es que no relaciona su conclusién
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con los elementos definitorios de la rotacién en el plano; atendiendo parcialmente
el angulo de rotacién y excluyendo la equidistancia de puntos homélogos con el

centro de giro.
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Fig. E.B.4

La pregunta final del examen solicita una justificacion para la conjetura sobre
composicion de reflexiones con ejes paralelos. De manera similar a la pregunta 3,
el estudiante realiza una comprobacion parcial, partiendo de la propiedad de
equidistancia de puntos homélogos con respecto al eje de reflexién y, en esta

ocasion, sin recurrir a teoremas auxiliares (como la biseccidn de angulos).

La presentacion de su respuesta, se identifica como un intento de demostracion de
experimento mental transformativa (por razones similares a la respuesta de la
pregunta 3) y la consideramos inconclusa por la informacion nula sobre el vector

de traslacion asociado a la composicion de reflexiones.

Considerando lo incompleto de las respuestas presentadas, el estudiante sigue
influenciado por las exploraciones promovidas en las hojas de trabajo; utilizando
de manera recurrente elementos visuales (no demostrados, ni mencionados

durante las sesiones).
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Caso C:

Fig. E.C.1

Las respuestas a los primeros dos incisos del examen son idénticos al caso B,
incluso en los elementos mencionados para la redaccién. Las categorias de
demostracién asignadas para el caso C fueron perceptivos de ejemplo genérico
con inferencia, pero disfrazados con un intento de experimento mental
transformativo (no concluido apropiadamente). La pregunta 2 del examen, donde
se abordan las transformaciones mediante su relacién con el concepto de

isometria tampoco es respondida.
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Fig. E.C.2

La primer diferencia entre los casos B y C se da en la respuesta de la pregunta 3,
donde el caso C incluye un dibujo que ilustra el significado de los elementos
utilizados (el caso B se limité a mencionarlo en la redaccién sin un antecedente
claro de su significado). Aunque incluye componentes adicionales en su
respuesta, los trazos auxiliares no representan un antecedente claro de la
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afirmacién de la bisectriz (para la composicién de ejes de reflexién no paralelos,
los ejes de reflexion son la bisectriz del angulo POP’, donde P y P’ son puntos
homoélogos bajo la transformacion y O es el punto de cruce de los ejes). La
categoria de demostracion establecida es perceptiva de ejemplo genérico con
inferencia; por utilizar la propiedad de los angulos como apoyo (aunque sin
elementos para afirmarla) y por no realizar mediciones concretas, limitdndose a la

aparente igualdad de los angulos involucrados.

Fig. E.C.3

La respuesta final representa un experimento mental transformativo, por
modificarse la pregunta original a un problema de algebra (sin desprenderse del
ambiente grafico, al mencionar la relacion del sentido de los ejes con el orden de
la operacidn). La respuesta no recurre a propiedades definitorias de reflexion, ni
concluye su respuesta con los detalles del vector de traslacién; es por ello que
aparece una demostracion perceptiva de ejemplo genérico con inferencia (al incluir
la propiedad distancia de la reflexién), pero con una apariencia de experimento

mental transformativo (el cual es incompleto).

Caso D:
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Fig. E.D.1

El paralelismo de segmentos homologos bajo la traslacion se demuestra mediante
el uso de herramientas de geometria analitica mediante el uso de la definicién de
la transformacién en términos de vectores, respondiendo al problema al comparar
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las pendientes de los segmentos, antes y después de ser trasladados. Dado que
no utiliza una imagen grafica del problema para organizar su argumento, se
considera una demostracion formal transformativa; considerando que no recurre al
apoyo de imagenes o modelos geométricos de la traslacion y el tratamiento no es

puramente axiomatico (al utilizar la referencia visual del plano y las pendientes de
la recta).

~Fig. ED.2

La comprobacién de que la traslacién es cerrada bajo la composicidén solicita la

revision de la hoja de trabajo 12, la cual fue asignada como una demostracion
formal transformativa.
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De los 8 estudiantes a los que se les entregd el examen, fue el Unico en abordar la
pregunta 2; utilizando las versiones analiticas de las transformaciones. La

sugerencia del uso de la distancia euclidiana fue utilizada por el estudiante.

Para la traslacién, se confirma que cumple con la definicibn de isometria
calculando la distancia para un par de puntos arbitrarios en el plano; las etiquetas
utilizadas son P=(xp, Yp), Q=(Xq, Yq) Y Sus correspondientes puntos homologos
Tv(P) y Tv(Q). La resolucién del problema se concluye al asegurar la igualdad de
las distancias mediante manipulaciones algebraicas, haciendo uso de una

demostracion formal transformativa.
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La definicion de las transformaciones como funcién es informacién que aparece de
manera recurrente para la pregunta 2, inclusive mencionando la regla de
correspondencia (con el aparente fin de justificar el método para obtener la
imagen de los puntos arbitrarios). El tratamiento para comprobar la isometria de la
rotacion es similar al utilizado para la comprobacion en la traslacién, la diferencia
sustancial es lo arduo de la manipulacién algebraica utilizada para este caso. El
primer paso es la construccion de la matriz de rotacion para casos generales;
replanteando el problema geométrico como un problema algebraico,
posteriormente se verifica la igualdad de las distancias mediante las
comparaciones con puntos arbitrarios y sus respectivas imagenes bajo la
transformacion (similar a la traslacién). La conclusién requiri6 el uso de
identidades trigonométricas (simples, pero no utilizadas hasta el momento), y se

percibe una demostracion formal transformativa.

Fig. E.D.6
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~Fig. ED.7

La respuesta para la reflexién es similar a sus antecesores, las complicaciones
adicionales son la manipulacién de un mayor nimero de términos en la matriz de
reflexién. Los calculos se llevan de manera adecuada en la primera hoja de
respuestas, pero el estudiante no realiza las cancelaciones apropiadas.

= o /‘}/;’ { g } ! ‘_27 A :’/4 _'-':—"'.‘J'J.l ""--_\‘:\\\

Fig. E.D.8

Lo poco claro de su resultado lo obliga a replantear la estrategia y en la parte final
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de la hoja redacta lo siguiente:

Fig. E.D.9

El estudiante replantea el problema y en esta ocasién identifica los coeficientes
que tentativamente debe obtener para la cancelacion correcta, esta nueva
estrategia es puesta en practica en la hoja siguiente y obtiene una respuesta que

le resulta satisfactoria.
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Observando las respuestas a la pregunta 2, el método de resolucién es constante;

podemos describirlo como una manipulacién simbdlica de las versiones analiticas
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de las transformaciones (el registro utilizado aparenta ser el de mayor comodidad
para el estudiante, al menos para organizar sus afirmaciones) y se etiqueta como

una demostracion formal transformativa.
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Fig. E.D.11

Las preguntas 3 y 4 del examen, solicitan una justificacion sobre la composicion
de reflexiones. Para el caso de ejes no paralelos, nuevamente recurre al plano
analitico, donde elabora un escenario genérico y de donde surgen los elementos
en los que basa su justificacion. Comparando la estrategia con las utilizadas
anteriormente, aqui se observa una intento de demostracidén de experimento

mental transformativa (sin concretarse) y con respecto a sus comparneros, el
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estudiante parece tener claridad sobre los elementos faltantes (declarado en el

enunciado “faltaria verificar...]”) y desconocemos el por qué de su omisién.

11 i[ f i SCRD (£ ’_‘ u"‘i » T 5
I "% £ i
A o | ] C?\} ACS YEmsS : i
2.4 91 (-Q% le~ 104 ve x ol dedE e P HAE R
| Dl \ 2 =y 5 S
s £, A (i e YA yplle _)’,u { & [ 43 ML
Pl i u { A [ / |
Nty | F e Teaggen de o W slagcion de ¥
o
\ r}l / 2 |
coOn OV YO | Quaey v Coidmn €S
Wrpendicolod @ dlepdos (e K I AR - SMNsR nhds
a0 L_:‘f_-i..\"-.ﬁ_, Q]Ul % a. r
\ 4
. L s pdns
gl enagng o ch 4 ! LB
a ; AA 1 5
=) [ ; / ;
Lol dinash g % 4
RN T & A
: ¥ i A4 /\ -
1 L) ’ g
IS Vbl o2 TN
- BT R i 15| 53
o p_,‘;l).. N \ /
Lot 4 \/ {
ST ¥
Sy
r‘,r’ b
WVANE 3 v JGaiax
: i
e ALY } -\—k-,l = j;’
r ~1 f
Ly M) A8 Uy !}
' d 1)
2o

Fig. E.D.12

En cuanto a la composicién de reflexiones con ejes paralelos, el estudiante
plantea una demostracién que no parte de la definicion de reflexion y sélo se limita
a utilizar la propiedad de equidistancia de puntos homoblogos al eje de reflexidn. La
justificaciéon es incompleta al no incluir informacion sobre la direccion y sentido del
vector de traslacion (al menos no explicitamente), de manera similar a los casos B
y C, se asigna una categoria de perceptiva de ejemplo genérico con inferencia,
pero con una presentacion de experimento mental transformativa.
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El rendimiento del estudiante se clasifica en dos etapas, la primera es la
evaluacién de las preguntas 1 y 2 del examen; donde muestra interés en la
precision y generalidad de sus resultados. La segunda etapa se da en las
preguntas 3 y 4, donde realiza una comprobacion parcial (mencionando los
elementos faltantes y sin un interés en culminar el trabajo). Al margen del
contraste de los momentos, el estudiante respondié todo el examen con
herramientas analiticas; convirtiéndose el registro donde muestra mayor

comodidad.

OBSERVACIONES DEL EXAMEN

Las categorias de demostracién usadas por los tres alumnos (B, C y D) son
cualitativamente superiores a las usadas en las hojas de trabajo; los casos By C
especificamente, organizan sus afirmaciones con categorias deductivas
(contrastando con las influencias empiricas utilizadas durante la resolucion de las
hojas de trabajo), las cuales aparecen de manera parcial e incompleta en la
mayoria de los casos. Para el caso D, la presentacion de las respuestas es la
misma que la usada en las hojas de trabajo, con categorias deductivas en la

mayoria de las preguntas.

La presentacion deductiva de las demostraciones elaboradas, es un
comportamiento explicado por Rodriguez (2006) mediante los esquemas de
demostracién; los cuales muestran una diferencia marcada entre los esquemas

adheridos (influenciados en gran parte por la formacién académica) y utilizados.

ESTRATEGIAS DE ARGUMENTACION

Los analisis de las hojas de trabajo representan una descripcidén del contexto en el
cual fueron respondidas las actividades. En el siguiente apartado nos limitamos al
uso de las categorias de demostracion y la incorporacion con los niveles de Van

165



Hiele.

Los criterios para la relacion de las demostraciones de Rodriguez con los niveles
de Van Hiele, consisten en una comparacion entre las categorias utilizadas por los
estudiantes (ya mencionadas en el apartado anterior) y las categorias esperadas,
estas ultimas por la influencia del tipo de exploraciones propuestas y la redaccién
de las preguntas en las hojas de trabajo. En el siguiente cuadro, aparecen las
categorias de demostracion promovidas en el disefio de cada hoja de trabajo.
Para facilitar la lectura de la tabla, se incluye en las primeras columnas el Nivel de
Van Hiele y la hoja de trabajo correspondiente.

Nivel de Hoia de
Van Jac Categorias de demostracion esperadas
Hiele trabajo
1 1 Perceptivo empirismo Naif puro
2 Perceptivo de experimento crucial puro
Inductivo de experimento crucial puro
3 Inductivo de ejemplo genérico puro
Inductivo de ejemplo genérico con inferencia
2 4 Perceptivo de ejemplo genérico con inferencia
Inductivo de ejemplo genérico con inferencia
55b Inductiva de ejemplo genérico con inferencia
6 Experimento mental transformativa
Inductiva de ejemplo genérico con inferencia*
Experimento mental transformativa
8 Inductiva de ejemplo genérico con inferencia*
Experimento mental transformativa
9 Inductiva de ejemplo genérico con inferencia*
3 Experimento mental transformativa
10 Inductiva de ejemplo genérico con inferencia*
Experimento mental transformativa
Inductiva de empirismo Naif con inferencia*
11 Inductiva de ejemplo genérico con inferencia*
Experimento mental transformativa
Formal transformativa
4 12 Formal transformativa
Formal axiomatica
1-2-3 | Examen | LIBRE

(*) Categorias de demostracion de apoyo (utilizadas para exploraciones)
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Para usar la tabla como herramienta de andlisis, es conveniente diferenciar entre
las categorias de demostracion y las técnicas de exploracibn en preguntas
concretas, con la expectativa de generar incertidumbre en las conclusiones de los
estudiantes y la construccion de una categoria de demostracion apropiada para el

nivel.

Considerando la organizaciéon de las demostraciones, los estudiantes tienen un
desempefio distinto para cada Nivel. Siendo consistentes con los andlisis de las
hojas de trabajo, a continuacion se presentan los resumenes de las categorias de
demostracién usadas por los estudiantes y comparadas con las categorias pre-
establecidas; ademas se incluye informacion sobre los perfiles de los alumnos y
comportamientos sistematicos, con la intencion de ampliar la panordmica del

trabajo y presentar una investigacién de mayor utilidad para el lector.

Caso A

El estudiante fue asignado con adquisicion baja del nivel 3, las categorias de
demostracién utilizadas fueron de tipo empirico, salvo una plasmada en el nivel
anteriormente mencionado (Experimento mental transformativo). Una actitud
sistematica del estudiante durante la fase tres de cada nivel, fue lo poco
participativo y las modificaciones constantes de las técnicas de exploracién.
Relacionado con éste comportamiento, el estudiante imitaba de manera recurrente
las estrategias de exploracion utilizadas por sus compareros, sin una claridad en
cuanto a la pertinencia de su uso ni las limitantes que implicaban. Las categorias
de demostracion usadas en cada nivel, las podemos organizar de la siguiente

manera:

Nivel 1 Perceptivo de ejemplo genérico puro*
Nivel 2 Perceptivo de ejemplo genérico puro*
CASO Inductivo de ejemplo genérico puro

A Perceptivo de ejemplo genérico puro*

. Experimento mental transformativa

Nivel 3 ) . . .
Inductiva de ejemplo genérico puro
Inductiva de ejemplo genérico con inferencia
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Nivel 4 EXCLUIDO DE LA EXPLORACION
Examen | NO ENTREGO

(*) Categorias de demostracion no promovidas en el Nivel
(**) Categorias utilizadas parcialmente, iniciadas y no concretadas

Las categorias muestran la inclinacion hacia el trabajo de tipo empirico y la no
entrega del examen nos impide contrastar su trabajo en un escenario de mayor

exigencia.

Caso B

El estudiante fue el mas afectado por la grabacion de las sesiones, ya que en la
mayoria de las ocasiones preferia esconderse tras sus compareros o utilizando
objetos (hojas de papel, mochilas, etc.), su inhibicién es una posible justificacién
del bajo rendimiento en la fase 3. Las discusiones grupales contaron con poca
participacion del estudiante (sobre todo en las sesiones destinadas a la
construccién de definiciones). Por lo tanto, para evaluar el comportamiento del

alumno, seria conveniente observarlo en una sesion ordinaria.

El caso B fue asignado con adquisicién baja del nivel 3, sus demostraciones son
de tipo empirico durante la resolucion de las hojas de trabajo. El desemperio del
estudiante se vio modificado al responder el examen final, ya que el tipo de
pruebas muestra intentos superiores a los usados en las hojas de trabajo, pero sin
dejar de ser influenciado por sus respuestas originales. El tipo de pruebas para

cada nivel (y el examen), fueron las siguientes:

Nivel 1 Perceptivo de ejemplo genérico puro

Ni Perceptivo de ejemplo genérico puro*
ivel 2 ) . L

Inductivo de ejemplo genérico puro

Perceptivo de ejemplo genérico puro*

CASO Nivel 3 Inductiva de ejemplo genérico puro*

B Inductiva de ejemplo genérico con inferencia
Nivel 4 | EXCLUIDO DE LA EXPLORACION
Perceptivo de ejemplo genérico con
Examen | inferencia
Experimento mental transformativo**
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(*) Categorias de demostracion no promovidas en el Nivel
(**) Categorias utilizadas parcialmente, iniciadas y no concretadas

Durante el examen, evidencia la diferencia entre los esquemas adheridos y
usados, reservando la organizacion deductiva y la declaracién de implicaciones
como necesarias en una “Demostracion’. Este papel posiblemente se debe a la
influencia de sus cursos avanzados de licenciatura (durante la exploracion era

estudiante activo de “ Analisis Matematico 17).

Caso C

El estudiante se mostré interesado en las actividades, constantemente
participativo y con la mejor disposicion para completar las hojas de trabajo. En la
mayoria de las discusiones grupales asumia el rol de lider, involucrandose tanto
para compartir sus respuestas como para comprender las usadas por sus

companeros.

Las pruebas usadas en la resolucién de las hojas de trabajo y el examen fueron

las siguientes:

Nivel 1 Perceptivo de ejemplo genérico puro
Ni Perceptivo de ejemplo genérico puro*

ivel 2 ) ; L.
Inductivo con ejemplo genérico puro
Perceptivo de ejemplo genérico con inferencia*
Experimento mental transformativa
CASO| Nivel3 Inductiva de ejemplo genérico puro*

C Inductiva de ejemplo genérico con inferencia
Formal transformativa**
Autoritarias-Rituales (internet)*
Nivel 4 Perceptivo de ejemplo genérico puro*
Inductivas de ejemplo genérico con inferencia*
Perceptivo de ejemplo genérico con inferencia
Experimento mental transformativo**

(*) Categorias de demostracion no promovidas en el Nivel
(**) Categorias utilizadas parcialmente, iniciadas y no concretadas

Examen
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Su caracteristica en el desarrollo de las hojas de trabajo es lo sisteméatico de sus
exploraciones y la iniciativa ante los desafios; incluso asumia las preguntas
hechas al grupo como propias. La constante exploracién y los resultados
satisfactorios obtenidos, influyé en las categorias de demostracion presentadas en
las hojas de trabajo y, de manera similar al caso B, en su examen organiza sus
pruebas de manera contrastante e inconclusa por las influencias de las

exploraciones, o la no interiorizacién de éstas.

Aunque alcanz6é una adquisicidon baja-media del nivel 4, las exploraciones
(empiricas en su mayoria) eran la base de sus afirmaciones, pero con una

variedad de estrategias considerable.

Caso D

La variedad de herramientas matematicas y el compromiso constante de precision
fueron sus caracteristicas centrales en las distintas sesiones, el estudiante no se
limitaba al tipo de herramientas requeridas en las hojas de trabajo e incorporaba
herramientas de mayor alcance o de niveles de razonamiento superior. Las
discusiones grupales no contaron con mucha participacién, pero cuando fue
requerida lo hacia de manera aceptable y muy atinada, dandole claridad al resto

de sus comparnieros.

El alcance de su trabajo fue etiquetado como adquisicion alta de nivel 4 y su
desempefio fue bastante prometedor desde la aplicacién del examen de
diagnéstico. Las exploraciones eran planteadas en un ambiente grafico (con trazos
de apoyo o dibujos ilustrativos), pero el estudiante plasmaba sus resultados en
demostraciones deductivas, en su mayoria. Las categorias utilizadas fueron las

siguientes:

CASO . Perceptivo con ejemplo genérico puro
Nivel 1 I ) . 2 ) .
D nductiva de ejemplo genérico con inferencia
Nivel 2 | Inductivo con ejemplo genérico con inferencia

*12

"2 La categoria de demostracién es superior a la requerida para responder a la hoja de trabajo
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Perceptivo con ejemplo genérico puro*
Experimento mental transformativa

Inductiva de ejemplo genérico con inferencia**
Formal transformativa

Perceptivo de ejemplo genérico puro*

Nivel 4 Inductiva de ejemplo genérico con inferencia*
Formal transformativa

Perceptiva de ejemplo genérico con inferencia
Examen | Formal transformativa

Experimento mental transformativa**

(*) Categorias de demostracion no promovidas en el Nivel
(**) Categorias utilizadas parcialmente, iniciadas y no concretadas

Nivel 3

El estudiante fue el unico en utilizar demostraciones formales transformativas y
muy cerca de manejar axiomaticas (categoria de mayor complejidad, entre las
opciones). El rendimiento del caso D fue superior a sus compafieros en la mayoria
de las sesiones, inclusive durante el diagnéstico aplicado. Su aprovechamiento en
el examen y las aportaciones en las primeras discusiones grupales fueron
determinantes para incluirlo como objeto de estudio (considerando los criterios de
seleccion de casos). A continuacion se incluyen algunas conjeturas redactadas en

el examen diagnéstico.

N

La composicién de reflexiones se trabaja de manera visual y relacionada con el eje
de abscisas. El caso D fue el unico estudiante en identificar dicha composicién (e
inclusive utilizarla en la hoja de trabajo 7), con apoyo de distintas construcciones.
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Los trazos se mantienen durante la aplicacion de la secuencia, pero so6lo en el
examen de diagnostico el estudiante usa argumentos de naturaleza perceptiva

como suficientes.

EVALUACION FINAL SOBRE LAS DEMOSTRACIONES SOLICITADAS

Las categorias de demostracion utilizadas en los primeros Niveles de
razonamiento, fueron consistentes con las esperadas, previo a la aplicacién de la
secuencia. El cambio surgié a partir del Nivel 3, donde los estudiantes mostraban
mayor comodidad con las pruebas empiricas, sin importar la modificacion de la
redaccién de las hojas de trabajo. El caso D fue el Unico en superar las
expectativas sobre las categorias de demostracion, con incorporaciones
constantes de propiedades de las transformaciones y herramientas matematicas
ajenas al trabajo propuesto. El resto del salén limitaba sus justificaciones a las

exploraciones sugeridas.

A partir del tercer Nivel de razonamiento, se observa una diversificacion entre las
categorias de demostracién, relacionadas con el manejo de las herramientas
matematicas y la discriminacién de su uso. Aunque las exploraciones parten de
categorias de demostracion similares, solamente el caso D recurrié a argumentos
deductivos para concretar sus respuestas (el estudiante estaba en mejores
condiciones por la variedad de objetos matematicos con los que dispone vy
mostraba preferencia hacia los métodos analiticos). Por otra parte, el desempefio
de los casos A, By C, se vio afectado por las pocas herramientas matematicas y
la poca claridad de las que dispone.
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Particularmente, la hoja de examen mostré variedades de lenguaje, ya que
durante la resolucion del examen combinaron encadenamientos puramente
deductivos (axiomatica material y formal, en ocasiénes indistintamente con
experiencias de la exploracién (equivalente a argumentos plausibles, muy
similares a los usados durante las discusiones grupales o para compartir sus
exploraciones). Ante la variedad de la naturaleza de los argumentos, resulta
complejo diferenciar las demostraciones de las exploraciones (para el estudiante) .

En la terminologia de Rodriguez (2006) el problema se describe como una
diferencia entre los esquemas de demostracion, particularmente el esquema
adherido y el utilizado. El estudiante con mejor desempefo (caso D), es el unico
en mostrar una similitud entre dichos esquemas; mientras que los casos By C
utilizaron categorias deductivas solamente en las actividades del examen,
recurriendo a estrategias empiricas para responder en las hojas de trabajo. El
cambio de rol del tipo de estrategias y organizacion esta relacionado con el peso
que los estudiantes le asignaron a la palabra “demostracion’, 1o cual influye
directamente en el tipo de tarea que realizan y el cobmo es validada (un explicacion
plausible es la formacion escolar de la Licenciatura en Matematicas y el tipo de

pruebas que han asumido como validas en sus distintos cursos).
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