Capitulo

POTENCIAL ELECTROSTATICO PROMEDIO

En el Capitulo 2 se obtuvieron las ecuaciones para los flujos electrocinéticos en
términos del potencial electrostitico promedio P(y) en el intetior del poro cilindrico.
Sin embargo, para que podamos llegar a expresiones explicitas, necesariamente
debemos de encontrar la forma de obtener separadamente una expresién para dicho
potencial. Este capitulo lo dedicamos a plantear la Ecuacién de Poisson-Boltzmann,
mediante la cual dispondremos de un modelo de potencial electrostatico promedio que
nos permitira resolver el conjunto de ecuaciones electrocinéticas, como es el perfil de
velocidades, la densidad de corriente y los perfiles de concentracién del electrolito, entre
otras. Concretamente, plantearemos la obtencion de la Ecuacion de Poisson-Boltzmann No-
lineal, asi como también el método seguido para dar solucién numérica a dicha ecuacién.
Cabe sefialar que como caso particular, se presenta la Ecuacidn de Poisson-Boltzmann Lineal.

3.1 Ecuacion de Poisson-Boltzmann No-Lineal (EPBNL).

Como se indicé en el Capitulo 2, la ecuacion basica para el potencial electrostatico promedio

Y(y) es la ecuaciéon de Poisson:

) 41
Vey = —?pez(y)

siendo pg;(¥) la densidad de carga promedio de la solucién electrolitica, es decir, nos da

informacién de la distribucidén de los iones en el solvente.

En la figura 3.1 se da una representacion visual de una solucién electrolitica en la vecindad de
una pared cargada. En la vecindad de la pared cargada se distribuyen iones con carga opuesta
(contraiones) a la de la pared manifestando con ello lo que se conoce como doble capa eléctrica.
A distancias mayores, los iones con igual carga a la de la pared (coiones) pueden aproximarse
cada vez con mayor facilidad, de forma tal que a distancias muy grandes de la pared (buito) se
espera tener igualmente distribuidos a los contraiones y a los coiones (en la figura, los coiones
tienen carga negativa y los contraiones positiva).
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Figura 3.1. Doble capa eléctrica.

Para resolver la ecuacién para P(y), lo primero que haremos es expresar el laplaciano
tomando en consideracién la simetria de nuestro sistema. Como el capilar es cilindrico y
consideramos que se encuentra cargado uniformemente, esperamos que el potencial
electrostatico promedio dependa exclusivamente de la coordenada radial y. De esta forma
podemos reescribir la ecuacioén de Poisson como:

1d (yccill}//))_ 4

Sy == Pel ) €Y

Como la distribucion de los iones de la soluciéon dependera de su carga, de su concentracion

media y de las condiciones electrostaticas de la pared del capilar, vamos a escribir a la densidad

de carga en términos de la funcion de correlacion radial g;(y) de la siguiente forma'™:

N

Pt (y) = Z ¢iq:9:(y) (2)

i=1

donde ¢; y q; denotan a la concentracion y carga eléctrica en bulto de la i-ésima especie de iones
en la solucién. En nuestro sistema modelo, consideraremos que la solucién electrolitica esta

formada por dos especies i6nicas, s = 2.

Sustituyendo la ec. (2) enla ec. (1), tenemos que

2

%%()’%) = —4;2 ¢i9:9:(y) 3)

i=1

En general, la funcién de correlacion g;(y) se relaciona con el potencial de la fuerza media®

w; (y) a través del factor exponencial siguiente:

g:(y) = e P (4)
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donde B = (kg 7). Sustituyendo esta ecuacion en la ecuacion de Poisson, ec. (3), tendremos

que:

2

1d/ dy 4 .
(yw) = ——Z c;q;e Bw;(y) (5)

ydy €=

Como se indica en la literatura, esta ecuacion es exacta para una solucién binaria de electrolitos
fuertes y constituye el punto de partida de las aproximaciones de la teoria de Debye-Huckel, en
cuyo contexto se presenta la Ecuacion de Poisson-Boltzmann.

La primera aproximacion que se incluye y que se conoce como primera aproximacién de
Debye-Huckel es 1a de considerar que el potencial de la fuerza media se puede relacionar con el

potencial electrostitico promedio Y (y) de la siguiente forma:

w;(¥) = qp(y) (6)

Sustituyendo esta aproximacion en la ec. (5) podemos escribir lo siguiente:

2

li(yﬂ) — —4_7-[2 qu—ﬁquli(J’) (7)
ydy\” dy € o

i=1

que a su vez y para el caso se puede desarrollar como:

ld/ dy 4 ~ )

Considerando que en nuestro modelo de solucién idnica, las especies son simétricas en carga,
es decir

q1 = —q2 9

Entonces tendremos que la ec. (8) queda como:

1d/ dy 4m 3
- —|=——q q —-C
S (y dy) = g1 [cre VD) - pef VD) (10)

Adicionalmente, considerando que el electrélito en el bulto es neutro, es decir

NS

qic; =0 (11)
i=1

Obtenemos que necesariamente las concentraciones en bulto de las dos especies deben ser
iguales.

c1 =0y (12)
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Sustituyendo (12) en (10) tendremos que la ecuacién de Poisson se reduce a:

ld dy 4m ~
;E()’E) = —?qlcl[e Barp(y) — eﬁq1¢(y)] (13)

Haciendo uso de la definicién de seno hiperbdlico, observamos que al identificar x =

Bq1y(y), el término entre paréntesis de la ec. (13) se puede expresar como

ePav ) — e=B1Y ) = _2senh[Bg(y)] (14)

De esta forma, al sustituir la ec. (14) en la ec. (13), obtenemos finalmente que:

1

2 () =T comnlgg () 1s)
ydy\” dy

Esta ecuacion es la correspondiente Ecuacion de Poisson-Bolztmann No- lineal (EPBNL) para
nuestro sistema modelo, es decir, para una solucién electrolitica binaria y simétrica en el
interior de un capilar cilindrico cargado. Por sus caracteristicas matematicas de ser no-lineal,
debido al término hiperbdlico de su miembro derecho, no tiene solucién general analitica y
para resolverla deberemos de implementar algun método numérico para su solucion.

Posteriormente en este capitulo presentaremos las generalidades del método numérico
empleado en este trabajo de tesis para resolver la EPBNL de la ec. (15). Sin embargo, cabe
sefialar que con el objetivo de simplificar un tratamiento un numérico, es posible incorporar
aproximaciones adicionales a la teorfa que permiten obtener soluciones mas aproximadas y
analiticas que en su caso pudieran ser utiles. Este es el caso de la aproximacion de Pozsson-
Boltzmann Lineal .

3.2 Ecuacién de Poisson-Boltzmann Lineal (EPBL).

Para obtener la version lineal de la ecuacién de Poisson-Boltzmann, se considera la segunda
aproximacion de Debye-Huckel 'y que consiste en lo siguiente: si el potencial electrostatico
promedio no es muy intenso y la carga del electrolito no es muy grande (Y (y) K kgT/q; ), es
posible aproximar el término exponencial de la ecuacién de Poisson-Boltzmann a primer
orden, es decir:

e P ~ 1 — Bgp(y) (16)

De esta forma, sustituyendo la ec. (16) en la ec. (7) obtenemos:

2

1d/ d 4

ya(yd_i’) ~ == aalt - fap)]
i=1

o bien
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%%()’%) ~ _%{Z Ciqi —Zﬁ%‘z Cil/)()’)} (17)

Como de la condicion de electronutralidad en bulto, ec. (11) sabemos que:

2
Z qic; =0
i=1

Luego, la ecuacion anterior se reduce a lo siguiente:

2

1d/ d 4

5@(3]%) = [?ﬂz Ba;’ ci]l/)(y) (18)
i=1

denotando por k2 al coeficiente que acompafia al potencial electrostitico promedio:

2

At )

= 20k
i=1

la ec. (18) se puede escribir finalmente como:

1d d
;@(3’ %) = kP (y) (19)

KZ

que es la conocida Ecwacidn de Poisson-Bolztman Lineal (EPBL).

Observemos que es posible reescribir esta ecuacion mediante la expresion desarrollada de la

detrivada del miembro derecho:

1[dy  d*y 5
oy e =

Multiplicando por la variable radial y y acomodando términos adecuadamente tenemos que la

ecuacion diferencial se puede escribir como:
%y dy
2 2,2
—_ _— =0
y 02 +y & K“y“yY

Adicionalmente, si procedemos con el cambio de variable X = Ky, esta ecuacién la podemos

escribir como:

x—+x—x—x21/1:0 (20)
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Por inspeccién observamos que esta ecuacion diferencial corresponde a la Ecuacion Bessel
Modificada de orden cero, toda vez que la ecuaciéon de Bessel Modificada tiene la forma

general:

2
xzj—x];+xg—(x2+v2)f=0 (21)

donde v es un nimero entero que establece el orden de la ecuacion diferencial y por tanto su
soluciéon, misma que se expresa como una combinacién lineal de las funciones Bessel de

primera y segunda especie [,y K :
f(x) = AL (x) + BK, (x)

En nuestro caso, como de la comparacién de las ecs. (20) y (21) se desprende que v=0, la
solucion general de la ec. (20) se podria escribir como:

P(x) = Alp(x) + BKy (x)

Sin embargo, como en nuestro caso el potencial electrostatico promedio debe estar bien
definido en el centro del poro (x=0) y Ky(x) diverge para este valor, entonces imponemos la

condicién B = 0, de forma tal que la solucion se reduce a:

P(x) = Aly(x) (22)

Como en nuestro modelo el potencial electrostitico promedio en la pared del capilar es P, y

en la pared del capilar x=x, podemos escribir:

Yy
CH)

Sustituyendo la constate A en la ec. (22) obtenemos: finalmente que la solucion de la EPBL se

puede escribir como!”:

_ o h(ky)
Y(y) = lPtIO(—Kt) (23)

Esta es la solucién de la EPBL para el caso de la suspension electrolitica en el interior del

capilar cilindrico en nuestro modelo™”
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3.3 EPBNL adimensional.

Con el objetivo de simplificar el manejo de la solucién numérica de la EPBNL, reservamos
esta breve seccion para sefialar los parametros con los cuales la transformaremos en una

expresion sin dimensiones.

La EPBNL que obtuvimos en la ec. (15) tiene la forma:

Ld ( dl”) =BG B ()]

— — y —
ydy\” dy
De donde se sugiere seleccionar como potencial electrostitico promedio adimensional ™ ()

al siguiente:

Y =B () (24)

Multiplicando la EPBNL por el factor g4, podemos escribitla como:

* 2
1d ( dy ) _ 8rfqicy senh[y*] 25)

yay\” dy

Seleccionando como longitud caracteristica al radio interno del poro (4 , podemos definir la

variable radial adimensional y* como:

Y
Y =T (26)

Reescribiendo la ec. (25) en términos de la variable y*, obtenemos que:

(v TE) = wsennw) @7)

——(y"5— ) = a’sen

yrdy'\" dy
Donde hemos definido el parimetro a* como:

8nfqicit> 8mqict?
Q= Baic _ q1¢1 (28)

€ ekgT

Del texto que precede a la ec. (19) observamos que a* coincide con el parimetro k2 de la
EPBL, a excepcién de 7 que se obtuvo a partir de la adimensionalizacién de y, es decir, @* no
tiene unidades; este parametro nos da informacion acerca de la concentracion ¢, asi como de
su carga, el cual nos interesa ya que la concentracion c, es la misma que la concentracion c,, asf
como también la carga para esta ultima concentracion es simétrica con q;.
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Entonces entenderemos que cualquier referencia que se haga al potencial electrostatico
promedio en las secciones postetiores corresponderd a P *(y*). Particularmente, el potencial

electrostatico promedio en la pared del poro se expresard como Yy = [,

3.4 Aplicacion del Método de Diferencias Finitas.

Para abordar la soluciéon numérica de la EPBNL, ec. (27), procederemos primeramente a

M1 Como

discretizar la ecuacién diferencial mediante la implementacion de diferencias finitas
veremos a continuacion, mediante la construcciéon de una malla para la distancia radial y serd
posible transformar la ecuacion diferencial no lineal en un sistema de ecuaciones algebraicas no

lineales para cada uno de los M puntos de la malla. En la figura 3.2 ilustramos su construccion.

Yo o ¥y Yi Vi Yia
0 t
Figura 3.2 Malla radial.
De la ec. (27), podemos escribir:
1 dy* dzlli* . .
Fd—y* + W = a*senh(y*) (29)

De esta forma, conocer el potencial electrostatico promedio en el interior del capilar, implicara
conocer el conjunto de valores que adquiere dicho potencial para cada punto de la malla radial:

% — *
ll} i = l/) (y i)'
De las expresiones para derivadas en diferencias finitas centrales es posible escribir:

dy* _ Yi — i
ay* Yy — Vi

(30)
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dBY' i~ 297 + i
dy*z (yi*-l‘l ” yi*—l)z
2

(3D

Sustituyendo estas expresiones en la ec. (29) tendremos que:

1 W =20+ .
_*<1/)1*+1 l/J: 1) +7~/)1+1* l/)l : lpzl 1 — a*senh(llli )
Vi \Vi+1 — Vi1 (yi+1 - yi—l)

2

Desarrollando y agrupando términos podemos escribir:

i1 =YD Wi — i) + 4y i —yim D)@ — 29 + i)
=iy — yl'*—1)23’i a’se nh(lpi*) (32)

Este es el sistema de M-2 ecuaciones algebraicas correspondientes a:
i=2,..(M—1)

Para los valores extremos de la malla (/=7 e /=M) se impondran las condiciones de frontera

siguientes:
a) Enla pared del capilar yy = t:
Y (ym) = ¥r (33)
b) En el centro del capilar y; = 0:

dy’| _ —3Yr+ s — s _
dy*l,. Yi =N

0 (34)
En donde hemos hecho uso de la expresion de la primera derivada en diferencias finitas posterior,
su derivacion se incluye en el Apéndice 111

El conjunto de ecuaciones de (32)-(34) pueden escribirse equivalentemente de la forma que se
indica a continuacién y donde hemos denotado por E; (con i = 1,+--,M — 1) a cada una de

las ecuaciones del sistema, a saber:
Ey = —39; + 4 — 3 = 0

Ep =0 —yD@i =) + 4y i —vim ) @i — 29 + 97 1)
— iy —yisDPy: asenh(;") =0 (para 1 <m < M)

Ey =Yy —¢: =0 (35)
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Este es el sistema de ecuaciones no lineales por resolver. En lo que sigue y por simplificar la
notacién, omitiremos el astetisco en el potencial electrostitico promedio Y*(= Y ) y en la
variable radial y*(— y), sin embargo entenderemos que se refiere a cantidades sin

dimensiones.

3.5 Aplicacion del Método de Newton.

Para resolver el sistema de ecuaciones en ec. (35), partitemos de una solucion inicial para todos
los nodos de la malla radial {1)?} (para i = 1,---, M), misma que aportaremos con algtn
criterio adecuado. Un ejemplo de seleccion natural para la solucién inicial, serfa la solucion

analitica que se obtiene para el potencial electrostatico promedio de la EPBL.

A partir de la solucién inicial, implementaremos el Método de Newton para sistema de
ecuaciones no-lineales, que nos permitira mediante un proceso iterativo obtener una solucién

aceptable mediante algun criterio de tolerancia para el error entre soluciones sucesivas.

Para cada nodo de la malla radial, definamos por [; a la diferencia entre soluciones sucesivas

como:
S — .,S+1 S
Ly =977 = (36)
donde los superindices se refieren a las iteraciones sy s+7.

Desarrollando en serie de Taylor cada una de las ecuaciones E; del sistema, tendremos que:

M
OE,
E((wr + 51 = BN+ ) S (37)
j=1 "

Conforme avanza el proceso iterativo, esperamos que el término de las diferencias Iy; se

reduzca sustancialmente Iy;; — 0, en cuyo debe cumplirse que:

E{wt+)=0 (38)

es decir, las condiciones consistentes con el sistema en las ecs. (35). Sustituyendo esta
condicion en la ec. (37), obtenemos:

M
JE;
E,((ys) + “I5t =0 39
() ;a¢j 5 (39)

o bien
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Lt = —E{y{) (40)

Mz

=1

Las ecs. (40) constituyen un sistema de ecuaciones lineales para el conjunto de diferencias

{15, } que escribimos como:

I (s+1) s+1) _ ;(s)
Y1 1 1
T el I PR
I &s+1)/ (+1) (s)/
yM M M

es decir, si al resolver iterativamente este sistema de ecuaciones obtenemos [ (y)(SH),
entonces de la ec. (36) se desprende que la solucioén al potencial electrostatico promedio

buscada, se obtendra sumandole su valor en la iteracién anterior:

/lp(s+1)\ /l/)(S)\ / (S+1)\
(s+1) (s) (S+1)
|+ |t

\IIJ(SH)/ _ \lli(s)/ \Isz(s+1)/

Wt =+ {1} (41)

O bien:

Particularmente, como del sistema en la ec. (35) tenemos que Ej s6lo depende de Y1, P, , P3;
E); solo depende de Yy v E; s6lode ¢;, Y1, Pi4q (coni = 2,---,M — 1), entonces
podemos escribir para la iteracion s+17:

OF, Iy1 + OF, Iyz + —t OF, Iys = —E; (42)
0Py 0, 03
OEy,
ad}—MIll)M = —Ey (43)
%Iwi +£I¢i 1t OF o Iyi+1 = —E; (44)
oY 01 041

Mas aun, del sistema de ecuaciones en (35) obtenemos los coeficientes parciales que
acompafian al conjunto de las ecuaciones anteriores:

0 __, OB _, OE__ )
oY, oY, T 0y
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T (46)

yparal =2,---,M —1:

Ok _ +4
F =Yi-1 —Vi+1 Vi
aEi 2 e
3 = =8y, — yi (Vi1 — Yi+1) aZpCOShifQZpll’i)
Y,
Ok _ )+ 4 47
OWie1 = —Vi-1 = Vit Vi (47)

Sustituyendo los coeficientes parciales de las ecs. (45)-(47) en las ecs. (42)-(44), obtenemos el

sistema de ecuaciones lineales a resolver para las diferencias {I Szrl} de nuestro modelo:

—[8y: + ¥i Wie1 — yiv1)*aZ,coshiliz, ) |1y + [yie1 — Vie1 + 4Yillypi—1
+ [=ic1 = Yisr) 4y i
= Vi1 = Yis) Wit —Y41) + 4y (i1 — 2y + Yig1)
i1 — J’i+1)2a5€nh(zp¢i) (49)
Iy =0 (50)

El sistema de ecuaciones anteriores se puede expresar matricialmente como:

A1 A1 QAq3 0 0 0 0 51 gl
azq az; A3 0 oo 0 0 0 12 C2
0 0 o o0 - 0 0 0 3 3
ST S T : : : (2] G
0 0 0 0 a Qi Qii+1 0 I C
. . . . . . . . l l
Lo 0 0 0 0 auym-3 aum-2 Aum-1. :
Iy-1 Cy-1
es decir:
Al=C (51)

Esto implica resolver, en cada iteracion, el sistema lineal de la ec. (51).

Para resolver este sistema de ecuaciones lineales, utilizamos la subrutina ludemp y la subrutina

lubksb del libro Numerical Recipes en lenguaje Fortran!.
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La subrutina Indemp implementa la descomposicion de la matriz A en dos matrices triangulares,
una triangular inferior IL (de “/ower triangular”) y otra triangular superior U (de “upper triangular’),

tales que:
L-U=A (52)

De esta forma la ec. (51) se puede reescribir como:

-

Al=ML-WI=L-(U)=C (53)
Si denotamos por:
J=ul (54)
entonces la ec. (52) se puede reescribir como:
L/ =C (55)

La subrutina llubksb resuelve la ec. (54) mediante la implementacién de sustitucion posterior, asi
mismo, resuelve la ec. (55) mediante sustitucion anterior, es decir, resuelve el problema de
encontrar el conjunto de diferencias {Lpi} convergentes, mismas que al sustituir en la ec. (41)
nos permitira obtener el conjunto de valores del potencial {1f;}. De esta forma se obtiene la

solucion numérica para el potencial electrostatico promedio en el interior del poro cilindrico.

3.6 Estructura del Cédigo del Programa.

Finalmente en esta secciéon presentamos las partes y caracteristicas esenciales del cédigo del
programa elaborado en lenguaje Fortran para la solucién de las ecuaciones relativas a las
propiedades electrostaticas y electrocinéticas de nuestro sistema modelo.

El codigo consta de un programa principal y las cinco subrutinas siguientes: ludecmp y lubksb
para la implementacion de la descomposicion LU en la solucién de la ec. (52) del sistema de
ecuaciones lineales; trapea y trapeaf para las integraciones numéricas, con el método del
trapecio, necesarias en el calculo de las propiedades electrocinéticas; y la funcion bessiO(x) para
el cilculo de la funcién Besse/ Ij(x) de la EPBL.

En el programa principal podemos distinguir los siguientes bloques o partes:

Entrada: enla que se presenta la definicion de variables y se crean cinco archivos de escritura
para las propiedades electrostaticas y electrocinéticas como funcién de la distancia radial
(potencial electrostatico promedio, perfil de carga, perfil de concentracién, perfil de velocidad y
densidad de corriente) y un archivo mas de texto (datos) donde se escriben los parametros de
entrada y las propiedades electrocinéticas globales (gasto, corriente total y viscosidad aparente);
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se incluyen los valores numéricos de constantes y parametros importantes (concentracion,
temperatura, valencia, potencial electrostatico en la pared, entre otras).

Central: en la que se inicia con la construcciéon de la malla radial y se calcula el potencial

electrostatico promedio con la EPBL; se da inicio al proceso iterativo para la soluciéon de la

5
EPBNL, misma que requiere calcular en cada iteracion a la matriz A y al vector C del sistema
de ecuaciones en la ec. (51) y llamar a las subrutinas ludecmp y lubksb; se contruye la solucion
para el potencial electrostatico promedio en la iteracién correspondiente y se estima si satisface

la condiciéon de convergencia.

Final: habiendo convergido el proceso iterativo anterior, se dispondra de la solucién a la
EPBNL para el potencial electrostatico promedio, se procede entonces a calcular otras
propiedades electrostaticas relevantes (perfil de concentracion y perfil de carga); se llama a las
subrutinas trapea y trapeaf para calcular las integrales necesarias en el cilculo de las
propiedades electrocinéticas locales (perfil de velocidad y densidad de corriente) y las globales
(gasto, corriente total y viscosidad aparente); se escriben estas propiedades en los archivos para
su posterior graficacion y analisis; concluye el programa.

En el Apéndice IV se incluye de forma desglosada una version del programa.
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