Capitulo 6

Distribuciones

6.1 Introduccion

En la dedicatoria del libro de Lighthill ([53]) aparece lo siguiente, en relacién con el
desarrollo del concepto de la delta de Dirac:

“to Paul Dirac who saw that it must be true,
Laurent Schwartz who proved it,
and George Temple who showed how simple it could be made”.

Después de los trabajos de Heaviside (1895),
Dirac (1925) y Van del Pol (1932), Laurent Schwartz
publicé de 1945 a 1948 una serie de articulos,
exponiendo una teoria coherente y completa de
une nueva herramienta matematica: las distribu-
ciones. Poco mas tarde, Gelfand en Rusia se con-
sidera también co-responsable de la oficializacion
de la nueva teoria, elaborando una teoria de fun-
ciones generalizadas, que son una extension de
las distribuciones.  La trayectoria seguida por
los avances en los conceptos de funcién sigue el
itinerario funcion-medida-distribucién. En palabras
de Lauren Schwartz, reivindicando el papel de las P. Dirac y R. Feynmann
matematicas en los habitos entonces muy corrientes
entre los fisicos de utilizar un conjunto de reglas de calculo simbdlico para menejar la delta
de Dirac y sus “derivadas”, “0 serda una medida y no una funcion, ¢ sera una distribucion
y no una medida”. La clave del nuevo concepto consiste en hacer uso de una caracter-
izacion indirecta para las nuevas “funciones” que incluya a los conceptos de “funcién”
precedentes. Dicha caracterizacion se basa en determinar el efecto de los nuevos (y an-
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tiguos) objetos sobre familias de funciones que tienen buenas propiedades de continuidad
y diferenciabilidad: las funciones de prueba.

Laurent Schwartz en su Theorie des Distributions ha desarrollado una teoria rigurosa,
George Temple ha dado una versién de la teorfa (funciones generalizadas) que parece ser
mas inteligible a los estudiantes, esta es la forma en que aqui la abordaremos.

Definicién 6.1 (Espacio S de las funciones rapidamente decrecientes) S es el conjunto
de funciones f € C*> tales que

k
lim ’a—f lz' -0  VkIleN.

Nota 6.1 FEl valor nulo del limite anterior, significa que la funcion y todas sus derivadas
tienen la propiedad de tender a cero mas rapido que cualquier crecimiento de las potencia
de z, cuando |z| es muy grande. Geometricamente la propiedad significa que la grifica de
y las grdficas de todas las derivadas, para |z muy grande se confunden con el eje x.

Nota 6.2 S es un espacio vectorial.

Definicién 6.2 (Funciones de prueba) Una funcidn de prueba es una funcién ¢(z) € C*®
con soporte compacto. La cerradura del conjunto de valores de x en los que ¢(x) # 0 se
llama soporte de la funcién ¢(x).

Definicién 6.3 (Sucesion regular f,) Una sucesién de funciones (f,,) se dice ser regular
si el limite

lim [ f,pde

n—oo

existe para toda p € S.

Definicién 6.4 (Distribucién) Una distribucion ¥ es una funcional lineal definida a través
de la sucesion de funciones siguiente:

Flp] = lim [ foede.
n—oo
Nota 6.3 Una distribucion es una clase de equivalencia de sucesiones requlares.

En 1926, el fisico inglés P.A.M. Dirac (1902-1984), introdujo la “funcién” delta de
Dirac, en conexién con sus estudios sobre Mecanica Cuantica. Realmente no se trata de
una funcién en el sentido ordinario del termino, sino de una distribucién.

El concepto de la “funcién” delta de Dirac, también llamada funcién impulso unitario,
resulta un modelo 1itil en situaciones en las que, por ejemplo, tenemos un sistema mecanico
sobre el que actia una fuerza externa de gran magnitud durante un breve instante de



tiempo. En el caso extremo en el que esta fuerza estuviese concentrada en un punto,
vendria representada por la delta de Dirac.

Debido a que en muchas situaciones se busca la respuesta de un sistema cuando se le
aplica una fuerza externa muy intensa pero durante un intervalo muy corto de tiempo, lo
que se conoce como una fuerza impulsiva, se introducen para modelar estas situaciones el
siguiente objeto matematico.

6.2 Swucesiones delta

En esta seccion la definicién y propiedades de la delta de Dirac se establecen a partir del
concepto de sucesion delta (ver [38], capitulo 4). La idea de una sucesién delta es que,
aunque una funcion delta no puede existir, podemos encontrar una sucesion de funciones
{6, (z)} que en el limite cuando n — oo satisface la ecuacién

Jim / ) dz = 6(0)

para toda funcién continua ¢(x). Nétese que en definicién de 6, (z) de ninguna manera
implica que el limite lim, ., d,(z) exista, pues, en general, no es permitido intercambiar
los procesos de limite y de integracion.

Hay muchos ejemplos de sucesiones delta; algunos de los mas sugestivos son los si-
guientes.

d3(x)
. i
n st fz| < — G2 ()
L. 0,(x) = 2
0 si |z|> o 51(z)
x
2 oy (2) =1

w1+ x2n?




1 sen (nx
4 b (x) = ;#

La distribucion delta a veces es considerada
como una “funcién” impulso, y en ese caso su repre-
sentacion grafica seria como se muestra en la figura
6.1.

La funcién delta de Dirac no es una funcién en

X

el sentido habitual, pero es un ejemplo de lo que Figura 6.1: La “funcién” impulso

se conoce como funciones generalizadas o distribu-

ciones para las que existen las correspondientes nociones de derivada e integral. Manejadas
con cuidado, las propiedades que mostraremos proporcionan resultados de contenido prac-
tico que no se pueden obtener por los métodos usuales, lo que hace de esta funcién una
herramienta muy util. Como tal, la funcién delta de Dirac es fisicamente irrealizable,
pero podemos aproximarla suficientemente bien de una manera que, ademés, nos permite

entender de donde vienen sus propiedades.

Teorema 6.1 Dada una funcion continua f

+oo

J(2)5 () dz =  (0).

Nota 6.4 Simbolicamente se escribe: f(x)d(z) = f(0)d(z).

DEMOSTRACION.  Sea F'tal F' (z) = f (x) y sea 6. (z) = {2_5

(6.1)

six € [—¢, ¢,

para otros valores de .



Entonces, por definicion,

+o00 +e
/_ F@)o@)dr = lim [ f(2)6. (x)de

1_ +e/2 +e/2
= le—r% - B f(x)de = llir(l) EF (x) _8/2
£ £
L O Rl Y
~ iy : F(0) = £ (0)
+oo
Entonces, f(z)o(x)dx = f(0). O

Nota 6.5 La distribucion § es unidad respecto a la convolucion.

Teorema 6.2 La delta de Dirac cumple

1 [T
d(z) = —/ e dw.

21 ) _ o

DEMOSTRACION. Esta afirmacién se puede probar de manera inmediata usando distin-
tas sucesiones delta. Una manera es la siguiente:

sen nx 1 /M
on (x) = = %/ e™? dw.

—n

1 [
oy (x) = L / eiot=" dt,

rl+n2? 27/,

1 +00 +o0 ] ]
J(z) (/ ) (z)e™” dx) e " dw;

Otra serfa:

y una tercera seria:

B % —00 (o ¢]
Esta tltima es una integral de Fourier; por tanto
1 [t
o(z)=— e " dw. O
2r J_ o

Teorema 6.3 Un sistema de vectores ortonormales {¢;(x)} es una base si y sélo si se
cumple la siguiente relacion:

3z —y) = Z U; (y)().



DEMOSTRACION.  El conjunto {t;(x)} es una base si y sélo si todo vector 1(x) se puede
escribir en la forma
= Z cithi(z)

donde las constantes ¢; estdn dadas por ¢; = [ 97 (y)1(y) dy. Entonces

(2

o) = Pl = (/¢ )y )0

_ ( [ ) <>dy:;( [ v vt du

de donde se sigue que
> (/?ﬁ(y)%(ﬂﬂ)) =d(z —y). 0

Teorema 6.4 Para la delta de Dirac se cumple que

5ax) = %'5(:5).

DEMOSTRACION. En el teorema 6.1 hacer el cambio de variable y = ax primero para
a > 0y luego para a < 0. 0J

Teorema 6.5 Si H es la funcion de Heaviside, entonces
dH ()
=5 (@);

:/ 4 (2') da’

. iy .. 1 1
DEMOSTRACION.  Sea H,, la sucesién de Heaviside H,(x) = 5 + — arctan(nz).

de modo equivalente

7r
d 1 1
Entonces @Hn (x) = %ﬁ, pero %# es una sucesion delta.
d
Por tanto —H () = ¢ (x) . O
or tanto — (x) (x)

Teorema 6.6 Para la funcion signo se cumple que

%disgn( )=10(x).

sgn(z :—1+2/ d(x

De manera equivalente



DEMOSTRACION.  Nétese que sgn(z) = 2H (x) — 1. O

Teorema 6.7 (Paridad de la funcion Heaviside) La funcion de Heaviside satisface las
siguientes identidades:

H(z)+H(—x) =1,
H(z) —H(—z) = sgn(z).
DEMOSTRACION. Esto es consecuencia inmediata de las definiciones. O
d|z|
Teorema 6.8 o - 220 (x) + sgn(z).
T

DEMOSTRACION. Nétese que

y, por tanto,

Teorema 6.9 (de Dirichlet)

/joow dz = msgn(a).

o T
Teorema 6.10 (Derivada de la delta de Dirac)

/_ooa'<x—a>f<x>d:c — /().

o0

DEMOSTRACION. Integrando por partes,
+oo

f(2)d" (x) de = f(x) 0 (x)

+oo +oo

- f' ()0 () d;

—0o0 -

por tanto

o0
/_ 8 (x—a) f(r)de = —f"(a). O

o)

Corolario 6.2 Por induccion se cumple que

[T @ e =1 ).

o0

Definicién 6.5 (Derivada de una distribucién) Si F es una distribucién y ¢ es una funcién
de prueba, entonces la derivada de F, denotada con F’, se define de manera tal que se
cumple lo siguiente:

<F/7¢> == < F7¢,>‘



Teorema 6.11 Si una funcion f se puede escribir en la forma
fx)=fs(x)+ X2 fill (z — ),
k=1

entonces f' existe excepto posiblemente en los puntos (de discontinuidad simple) xy;
ademds,

dfs <
f(z) = dLi +ka5(a:—xk).
k=1

A resultado siguiente muestra una manera en la que la transformada de Fourier se
relaciona con distribuciones.

Teorema 6.12 (Deltas con periodo 27)

Z_ d(x—2mm) = gy Z_ exp (inx) .
Teorema 6.13 (Deltas con periodo L)
2mn
Z d(x —mlL) Z e L'
Teorema 6.14 .
5 e dk. 6.2
() = 5 (62)
DEMOSTRACION.  Considere la sucesién delta siguiente:
1 1 [T
0. := f- 2 ekl cos ka dk.
Tx2+e2 2w )_
Como ¢ (x) = Elir&(;a (x),
se sigue que
1 [T
0(r)=— k kx)dk. O
(x) o) cos (kz)
Nota 6.6 En tres dimensiones, el teorema anterior establece que 6 (x 2n) /// i)
)

nmx

2
Teorema 6.15 Supongamos que 0 < x < L. Sean ¢, (v) = @/Zsen (—) Y U (z) =

L
2 <n7m> Ent
\/ 7 cos 7 ) ntonces,



g%(mm(m') 2% e (”7) sen (22 = 50— ).

n=1

%jt g¢n($)wn(x’) = % {% + gcos (nz&:’) cos (?)} =§(x—1).

Teorema 6.16 (Propiedad de completitud de las exponenciales)
2mn

1 &
5(x—x'):z Z e L

n=—oo

i(z—z')

De manera equivalente

5z — 1) = % <1+2§:cos (2%” (x—x’))) |

n=0
1
R n |$| < oo
DEMOSTRACION.  Tomemos 6, () = 2
0 |z|>—.
2n
Entonces su serie de Fourier (de periodo 2L) es
oy (x) = Y +Tnz:1%sen%cos %x
Haciendo n — oo
1 1 &
5(1’)—i+zn§0008%x. O
Corolario 6.3 Se cumple
/ ik e ikx
8 (z) = — e dk.
21 ) _

6.3 Transformada de Fourier

Presentamos a continuacién la transformada de Fourier de algunas distribuciones, asi
como algunas consecuencias importantes.

Teorema 6.17 (Transformada de Fourier de la funcion de Heaviside)

FIH() = o) + -

Teorema 6.18 (Transformada de Fourier para la delta de Dirac)
F[6(t—a)] =e .



+o00
DEMOSTRACION.  F [0 (t —a)] = / e § (t — a) dt. Entonces

Flo(t—a)]=e. O
Corolario 6.4 F[§(t)] = 1.

Teorema 6.19 (Completez de las exponenciales)

1 e —itw
d(t) e " dw.

:%_Oo

DEMOSTRACION. De

+oo efitw 1

= ———dw.
oo V2T 2T

I

se sigue que

J (1) e duw. O

—= % N
Teorema 6.20 (Transformada de Fourier de la derivada de la delta de Dirac)
1 )
Flo(t—a)]= %iw e
Teorema 6.21 1. Transformada de la funcion exponencial

F [e"] = 276 (s — ib). (6.3)

2. Transformada de las funciones circulares

Flsenbx] =im[d (s —b) —(s+ ). (6.4)

Fleosbx] =7 [0(s—b)+d(s+Db)]. (6.5)

3. Transformada de las funciones hiperbolicas

F[senhbz] = 7 [0 (s — ib) — 0 (s + ib)]. (6.6)

F [coshbz] = m[d (s —ib) + I (s + ib)]. (6.7)

A continuacién, y para terminar este capitulo, presentamos algunas funciones que
tienen relacién con la delta de Dirac y con la funciéon de Heaviside y que surgen en
aplicaciones tanto en fisica como en ingenieria.



Definicién 6.6 (Funcién pulso) La funcién pulso se denota con II(z) y se define de la
manera siguiente:

1

0 si |l’| > 5,

1H(r) = :
1 i —.

sifz| < 5

Nota 6.7 La funcion pulso se puede escribir en términos de la funcion selectora (ver
definicion 5.2): 11 (z) = X(-11) (x), x es la funcion selectora.
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Figura 6.2: La funcién pulso II(x).
Nota 6.8 La funcion pulso también se puede escribir en términos de la funcion de Heav-

. o= (o) (o).

Nota 6.9 La funcion f(x) = hIl (%) representa un pulso en c de altura h y ancho

f(x)

Ho

l 6 "
. ., T — 93
Figura 6.3: La funcién f(x):?)H( 5 >

Definicién 6.7 (Funcién Si) La funcién Si(z) (por las siglas de su nombre en Inglés “Sine
Integral”) se define de la manera siguiente:

Si(x):/ Y .
0

u

La grafica de la funcién Si(x) se muestra en la figura 6.4.
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Figura 6.4: La funcién Si(x)

Definicién 6.8 (Funcién sinc) La funcién sinc(z) (asi llamada por una contraccién de

su nombre original en latin “sinus cardinalis”) se define mediante
sen wx

sinc (z) =
e

Su grafica se muestra en la figura 6.5.

sinc(x)

Figura 6.5: La funcién sinc(z)

Teorema 6.22 Para la funcion sinc se cumple que

sinc (z) = % (@) ; (6.8)
H (z) * sinc (z) = /_x sinc (u) du = % + i (Lm)’ (6.9)
Flsine(x)] =TI (w) . (6.10)

Teorema 6.23 Para la funcidn signo (ver definicion 5.4) se cumple que

fH — —imsgn(w), (6.11)

Flsen(z)] = —. (6.12)



Definicién 6.9 (Funcién triangular)

0 si x| >1

N (@) = { 1= jz| si |z <1 (6.13)
Teorema 6.24 (Convolucidn de pulsos)
J\(x) =TI (x) «II (x). (6.14)
Teorema 6.25 (Derivada de la funcion triangular)
d x
a/\ (x) =—1II <§> sgn(zx). (6.15)
Definicién 6.10 (Pozo infinito)
L () —%5 ($—|—%> +%5 <x—%)

Definicién 6.11 (Escaldn infinito)

Definicién 6.12 (Simbolo de muestreo)

111 (z Zéw—n

n=—oo

Teorema 6.26 Para la funcion muestreo se cumple que

1T (z me—n
1 (az) |Z(5(:c——)

.7-'(][[( ) =1 (w),
(o) = I (x),

d 1
(2] H (2)) = I (2) H () = 50 ().

Definicién 6.13 (Funcién floor) Se llama funcién floor a la funcién del mayor entero
menor o igual a x. Se denota |x|. Su grafica aparece en la figura 6.6.



Figura 6.6: La funcién | ]
Sa (z)

1
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1

Figura 6.7: La funcién Sa(x)

Definicién 6.14 (Funcion sierra)

Sa(x) = [z] —x+%,

donde [z] es la funcién ceiling. La grafica de la funcién Sa (z) se muestra en la figura
6.7.

Teorema 6.27 Para la funcion sierra se cumple que

d
— =1ll(z)—1;
=S (@) = HI(z) ~ 1

% (Sa(z) H (z)) = ([II(x) — 1) H ().



