CAPITULO 4 tet

ANALISIS DE INESTABILIDAD ELASTICA

4.1.- INTRODUCCION ' . o

\ *

De la mecanica de materiales se sabe, que para la seleccién de - elementos de maquinas y
estructurales se aplican tres criterios fundamentales: resistencia, rigidez y estabilidad. En los
procedimientos e andlisis y métodos presentados en ios capitulos anteriores, se supuso tacitamente que
los elementos estaban en equilibrioc estable. Sin embargo, no todos los sfdtemasestructurales son
necesariamente estables. Por ejemplo, considérese el caso de una varilla de dcero de un metro delargo
y.que tiene el area transversal de un lapiz ordinario. Si éste elemento se equilibrara sbbre yh;extremo, se
puede concluir que el esfuerzo en la base seria igual al peso total de la varilla gividido entre su" area
transversal. Sin embargo el equilibrio de esta varilla es muy precario. Debjdo a la peﬁurbacxon mas
pequena o al mas ligero estimulo externo, la varilla caeria; en consecuencia, nq tiene sentido el caicyio
anterior del esfuerzo. Esta ilustracion fisicamente obvia nos plantea ia importancia que puede llegdr a
tener el concepto de estabilidad en algunos tipos de estructuras.

E! objeto de estudio de éste capitulo es la “estabilidad de columnas”, es. decir, elementos de
compresion con area transversal constante. La carga que soporta axnalmente puede.ser concéntrica
(aplicada a lo largo del eje longitudinal), como en la Fig. 4.1a), o excéntrica (aplicada paralélamente al eje
longitudinal del miembro, pero a cierta distancia del mismo), como en la Fig. 4;,1?).
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FIGURA 4.1
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Segun esta definicion, los miembros a compresién cargados concéntricamente relativamente
cortos y gruesos, trabajarian como “columnas”, las cuales failarian por aplastamjento general del material
después de aplicar una fuerza de gran intensidad, sin la posibilidad de que lieguen a ser inestables.

A medida que se aumenta ia iongitud de ia coiumna se reduce su capacidad de soportar carga.
Esta reduccion estd basada mas en el tipo de falla que ocurriria, que en el esfuerzo. Por ejemplo, dos
varillas que tienen el mismo didgmetro, una de las cuales es de 1 m de longitud y la otra de 5 ¢cm de
longitud. Si se aplicara una fuerza de-compresion gradualmente creciente a la varilla larga, fallaria porque
se presentaria repentinamente una gran deflexion lateral. Esta deflexion lateral, llamada Pandeo, es
producida por la inestabilidad de la varilla cuando se alcanza una cierta carga critica.

Por otro lado, la varilla corta, fallaria por fluencia generai (aplastamiento). Por consiguiente, la
varilla corta soportaria una carga considerablemente mayor que la varilla larga. Este caso ilustra los dos
tipos de extremos de falla que pueden ocurrir cuando miembros rectos se sujgtan a cargas de
compresion. ' Lo

En general, cuando una barra se sujeta a compresion, pueden ocurrir tres tipos de falla, segun la
teoria de columfias. Las columnas cortas fallan por aplastamiento del material, las columnas largas fallan
por pandeo y las columnas. intermedias fallan por una combinacion de pandeo Y apiastamiento.

Las columnas cortas pueden analizarse y disefiarse segun la férmula elementai‘g =P /A Sin
embargo, las columnas largas e intermedias deben tratarse de tal manera que sé considere ¢l fendmeno
de pandeo, ya que por lo general, ésta falla ocurre mas bien repentinamente, de farma espectacul,a'r y es
muy peligrosa. : ,

A continuacion se presentan parte de la teoria y sus fundamentos .que gobieman, el anéli§i¢s y
disefio de columnas. °

r

4.2.- ESTABILIDAD DEL EQUILIBRIO

De la mecénica tedrica se sabe, que el equilibrio de un solido absolutamente rigido puede ser
estable, neutro e inestable. Por ejemplo, la esfera que se encuentra sobre yna superficie concava tiene
un estado de equilibrio estable. Si se desvia ligeramente de esta posicion y se'$uelta después; entonces,
volvera a ocupar su posicion inicial (Fig. 4.2 a). La esfera que se encuentra en una superficie horizontal
tiene un estado de equilibrio neutro (o indiferente) (Fig. 4.2 b). Al desviarla de esta posicion no volvera a
ella aunque su movimiento cese. Por ultimo, la esfera que se encuentra sobre una superficie convexa
tiene un estado de equilibrio inestable, pues al ser desviada de su posicion inicial, seguira desplazandose

(Fig. 4.2 c).
il
P<Py l P=P l P>P, l

a) b) c)

FIGURA 4.2

Se pueden mencionar también otros ejemplos andlogos que se refieren al equilibrio de sélidos:
deformables.

Asi, cuando sobre una barra larga actUa una carga axial de compresion relativamente pequeiia
(menor que cierto valor critico), aquella se encontrara en un estado de equilibrio estable (Fig. 4.2 a). Si,
aplicando una carga transversal, se da una pequenia flexion a la barra, esta recuperara su forma inicial de
equilibrio y se rectificara una vez retirada la carga transversal. Para un valor de la fuerza de compresién P
igual al critico P, la barra se encontrara en un estado de equilibrio indiferente, es decir, al ser desviada
ligeramente de su posicidn rectilinea inicial y después de liberaria, permanecera también en equilibrio en
la posicion desviada (Fig. 4.2 b). Por ultimo, si la fuerza P es mayor que la critica, entonces la forma
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rectilinea de equilibrio resultaré inestable. La barra trabajara a compresién y flexién combinadas y no
exclusivamente a compresién (Fig. 4.2 c). Incluso un pequeiio exceso de la fuerza sobre el valor critico,
conduce a que la barra reciba grandes defiexiones y a la aparicion en ellas de grandes esfuerzos. La
barra se destruye o recibe deformaciones inadmisiblemente grandes. En ambos casos, la barra,
practicamente, se inutiliza, es decir, desde el punto de vista del calculo;de ingenieria la fuerza critica
deberd considerarse como carga peligrosa (limite).

Asi, pues, la fuerza critica se puede definir como aquella fuerza, para la cual el equilibrio de la

‘barra comprimida es indiferente; en otras palabras, como la fuerza para la cual tanto la forma rectifinea,

como la curvilinea contigua a ella, son formas posibles de equilibrio.
4.3.- CARGA DE PANDEO DE EULER PARA COLUMNAS CON EXTREMOS ARTIGULADOS

La formula de Euler es vélida solamente para columnas largas y calcula lo que‘se conoce como la
“carga critica de pandeo” , esta es la carga Ultima que puede ser soportada por columnas largas; es decir,
la carga presente en el instante del colapso. .
L - .

X La columna articulada en sus extremos, inicialmente recta,

P homogénea, de seccion fransversal .constante :en toda su

longitud, se comporta elasticamente y cargada como se indica

Y en la Fig. 4.3 puede tener dos posr;rones de equilibrio’ tecta y
ligeramente deformada (linea punteada).

Se aplica una pequefia fuerza lateral Qpla barra se defdfma

lateralmente una pequefia cantidad. Si se quita-Q, la barra

Q regresara a su configuracion recta; si no, el valor de'P en ese
i momento serfa la “Carga Critica de Pandeo” y se ptesenta lo
—P que se llama “Equilibrioc Neutro”. Si en ésta condicién la carga

axial se reduce ligeramente, la barra regresara a su posicion
recta. Si la carga axial se incremehta ligeramente; la barra
sufrira el colapso. Se llama carga critica de pandeo, a aqueila
en la cual corresponde el equilibrio neutro. :

Se obtiene la carga critica de pandeo para una columna
considerando a la barra en la configuracion flexionada de
equilibrio neutro como se muestra en la Fig. 4.4

P |
T Meoe=0 : M=-Py
FIGURA 4.3 *
De la ecuacién de la elastica d%y/dx’ = M/E! se obtiene
P
dy =_M =_Py
dfg + Ply =0
dx El .
Haciendo k’=PJEI, se escribe
dy +Ky=0 '
. M PV
y P .
Es una ecuacion diferencial de segundo orden cuya solucion
. es
y=Acos kx + Bsen kx (4.1)
FIGURA 4.4
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Donde Ay B son constantes de integracion que deben calcularse en base g dos, condiciones frontera. |
1.-Para X =0, y=0 que sustituyendo en la Ec. 4.1 se tiene
0 = A cos k(0) + B sen k(0)
0=A(1)+B(0)
A=0
2-ParaX=L, y= 0 por lo tanto la Ec. 4.1 queda . - »

O0=Acos kL + BsenkL

>

pero como A = 0, la ecuacion anteriér queda "' -
0=BsenkL B '
B no puede tomar el valor de cero (ya que A=0), de ofra manera no se tendrig so1:|cic'>n, entonces'B debe
tener un valor finito, entonces o . "
SenkL =0 B

Las soluciones son:
kL=0, 7T, 27, 370 ............ nw e

Tomando la solucion general

Despejando P, se tiene

P=n’m’El (4.2
L2

Donde n describe los modos de pandeo que se indican en la Fig. 4.5. En la mayoria de los casos

practicos el primer modo de pandeo (n = 1) producir4 la falla por lo que
P = mEl (4.3)
L2

Que representa la carga critica de pandeo de Euler para una columna con articulaciones en sus
extremos donde / debe ser el momento de inercia minimo del &rea transversal de la columna y L la
longitud de la misma.

Segun la Ec. 4.1, para la carga critica la ecuacion de la curva elastica es

y=Asenkx -
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Esta es la funcidn caracteristica de este problema, y puesto que n puede tomar cualquier valor’
entero, existe un namero infinito de dichas funciones. En esta solucion linealizada de amplitud A del
modo de pandeo permanece indeterminada. Para n = 1 la elastica tiene la forméa de media sencide. Esta
configuracion, junio con ias correspondientes a n = 2y n = 3, se encuenira en ia Fig. 4.5. Los modos de
mas alto orden no tienen significacion fisica en problemas de pandeo, pues.la carga critica minima ocurre
cuandon=1. :

Pu=9m2EI/L? |}

b A :
A A, -

FIGURA 4.5 o - xe

4.4- PANDEO ELASTICO DE COLUMNAS CON DIFERENTES RESTRICCIONES EN ‘suUs
EXTREMOS e

S

N
Procedimientos iguales a los que se estudian en el capitulo anterib.’r se pueden utilizar para
determinar las cargas de pandeo eléstico de columnas con diferentes condiciones en sus extrémos. Las
soluciones de tales problemas son muy sensibles a las restricciones de extremo. Por ejemplo, usando la
columna con extremos articulados como el caso bésico podemos medificar la ecuacion de Euler para
proporcionar la carga critica de pandeo para columnas que tengan diferentes condiciones en sus

extremos.
=3

0.7 L

0.5L

a) b) ) d)
FIGURA 4.6

Se necesita solamente sustituir la longitud L de la Ec. 4.3 por las Longitudes Efectivas (Le)
mostradas en la Fig. 4.6.
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La Longitud efectiva es la distancia entre los puntos de mﬂexnon de la curva deformada que ’
adopta el eje de la columna. N

La Ec. 4.3 para la carga critica de pandeo de Euler para estas restricciones en los extremos

seria:
Para b) Para c) Iaéra d)
%] o, ' woe
Pe=m?EL/(Q.7L) Pe=T? E1/(0.5L Y Pe=*?EI/(05L)
. ! .« o 4
Per=2.04 2 EL/ L2 Pe =4 EI/L? ) Po =72 EI/ 4L

¥
En forma general , incluimos en ia Ec. 4.3 un factor de longitud efectivak y toma la forma

. .

P = 7E o (a4
(KL)

4.5.- ECUACIONES DIFERENCIALES PARA VIGAS-COLUMNA
Las férmulas de Euler para las cargas criticas de columna. se pueden thener también
resolviendo una ecuacion diferencial de cuarto orden para la eléstica en carga critica, y empleando
condiciones frontera apropiadas, las que dependen de las restricciones en los extremos. chha ecuacion
se puede obtener a partir del equilibrio de un elemento infinitecimal y tomaria la%orma .
d*yrax® + I (dPyidx® = 0 o : (4.5)

donde K = P/(EI) como en la seccién 4.3. La solucién de esta ecuacion diferencial homogénea de cuarto
orden y varias de sus derivadas son de |a siguiente manera :

y = 91 sen kx +C, cos kx + Cyx + Cy ‘. (4.6a)
y =Cikcos kx- Cok senkx+C; ‘ (4.6b)
y” =-Cyk’sen kx - Co k° cos kx (4.6¢)

y"" =-Cy kocos kx + Co k° sen kx (4.6d)

Para una columna articulada, las condiciones frontera son
y(0)=0, y () =0, M(0) = Ely” (0) =
y M(L)=Ely”(L)=0

Utilizando estas condiciones con las Ecs. 4.6a y 4.6b se obtiene

C, +C4=0

CysenklL + Cycos kL +CiL +C4=0

- CoKEI =0
-C1szIsenkL - czléEfcoskL =0
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Para satisfacer este sistema de ecuaciones, Cy, C,, Cay C4 se podrian igualar a cero, lo cual, sin
embargo, es una solucién trivial. Una solucion no trivial requiere que el determinante de los coeficientes,
de un sistema de ecuaciones algebraicas homogéneas sea igual a cero. F'or consiguiente, con KE[ =P,

(e} 1 0 1
sen kL - cos kL L 11 =0
0 -P 0 0 .
-P sen kL -PcosklL O 0 -

La evaluacién de este determinante conduce a.sen kL = 0, que’ es pregisamente la misma
condicién dada para |a Ec. 4.1.

Este enfoque es ventajoso en problemas con diferentes restricciones en los extremos donde la
fuerza axial y E{permanecen constantes a lo largo de la columna.

(3 ey

4.6.- NATURALEZA DEL PROBLEMA DE LA VIGA-COLUMNA } .
Una viga en la que actia una fuerza axial de compresién ademas, de cargds aplicadas
transversaimente, se denomina viga-columna. Se examinard un caso sencillo para ilustrar €l efecto
significativo de la fuerza axial en tales problemas. Considérese, por ejemplo una viga columna elastica
sometida a una fuerza axial Py una carga transversal hacia arriba £ en su punto giedio, cbmo indies la
Fig. 4.7 a). En la Fig. 4.7 b) se ve el diagrama de cuerpo libre para la viga-columna deformada. Este
diagrama permite la formulacién del momento flexionante total M, que incluye el efecto de la fuarza axial
P multiplicada por la deflexién y.

N ¥ '(q . g
. E . .
] ] s |
‘ lF/Q lF/z
; L/2 L2 .

a) b)

FIGURA 4.7

El momento total dividido entre E/ se podria hacer igual a la exgresion para la curvatura exacta.
Sin embargo, esta curvatura se considera habituaimente como d’y 7 dx*: es decir, se acepta la expresién
M = EIy’. Esto produce resultados exactos sdlo para deflexiones y rotaciones pequeﬁas y el aceptar esta
aproximacién conducira a deflexiones infinitas en caso de cargas criticas.

En consecuencia, utilizando la relacion M = EIy’ y observando que para el tramo lzqmerdo del
claro M = -(F/2)x — Py, se tiene

EIy2=M=-Py—-F]x 0<xsL/2) .
2

EIf+Py=-Hx
2

Dividiendo entre £/ y haciendo k= P/EI, después de algunas simplificaciones, Ia ecuacion
diferencial princlpal sera

O bien,
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dzy +k2y= - ngx O<x<L/2) « 4.7
d P .

La solucién homogénea de esta ecuacion diferencial tiene la forma bien conocida del movimiento
arménico simple; la solucién particular es igual al término de la derecha dividido entre K% Por
consiguiente, la solucion completa es

: ) y=Cysenkx+C,cos kx— X (4.8)
* o ' 2P L

"
Las constantes C,y C, se deducen de la condicion frontera y(0) = 0 y de una condicion de
simetria y'(L/2) = 0. La primera condicion da ’
" ¥(0)=C=0
Puesto que ¥’ = CK cos Kx - C,K sen Kx — F(2F) L
Siendo C,igual a cero, la segunda condicién da k h o
y ‘=(L/2) = C4K cos KL/2-F/(2P) =0 T v »

o bien, C1=F/[2P K cos (KL/2)]

Sustituyendo esta constante en la ecuacion 4.8

: y= [F 1 )senko- [F) x , L (4.9)
) 2PK | (cos KL72 2P D :

La deflexion maxima ocurre en x = L/2. Por tanto, después de algunas simplificaciones,

Ymax=|_F | itan KL|- KL . (4.10)
2PK 2 2 ‘

De esto se puede concluir que el momento méaximo absoluto, que ocurre en el punto medio, es

Mmex = - |EL - (PYmax) = tan kL (4.11)
4 2K 2

Obsérvese que las expresiones dadas por las ecuaciones 4.9, 4.10 y 4.11 se hacen infinitas si
kL/2 es un multiplo de n/2, ya que esto hace a cos kL/2 igual a cero, y a tan kL/2, infinita. Enunciado
algebraicamente, lo anterior sucede cuando

_K_L = L =nm (4.12>\
2 EI jj2 2

. donde n es un entero. Resolviendo esta ecuacién para determinar P, se obtiene el valor de esta carga,
que causa deflexiones o momentos flexionantes de magnitud infinita. Esto corresponde a la condicion de
la fuerza axial critica P, para esta barra:

-

Py =n’ w2 El (4.13)
L
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Para la minima fuerza critica, el entero n es igual a 1. Este resultado es la carga de pandeo que '
se describid en las secciones 4.3y 4.4.

Es significativo observar que los momentos flexionantes en elementos con esbeltez se pueden
incrementar sustancialmente por la presencia de fuerzas axiales de compresion, ecuacion 4.11. Cuando
dichas fuerzas existen, las deflexiones causadas por la carga transversal se incrementan, como lo indican
las ecuaciones 4.9 y 4.10 (por ejemplo, verifiquese que, para kL/2=m/4, entonces Ymsx = FLY/(36E1) >

FL3/(48EI), que es la deflexion méxima en ausencia de P, es decir, k = 0). Para fuerzas de tension, por
otra parte, las deflexiones se reducen.

-

EJEMPLO 4.1.- Calcular la carga critica de pandeo para una columna redonda ge acero estandar de 2
pulg. de diametro y 10 pies de longitud, cuyos extremos estan articulados. Considere E = 30 x 10°
ib/pulg?®. \ o !

SOLUCION: Paga este caso en el que los extremos estan articulados, el factor de Iongitud efectiva k es
igual a 1 por lo que la Ec. 4.4 toma la forma de la Ec. 4.3. La inercia parg una seccxon circular es

I=nD"64 y en este problema toma el valor de 0.785 pulg

Py =  7°(30x10%(0.785) <
(10 x 12)? .

Por =16,149.1 Ib

Néteses que ésta es la carga /imite para esta columna. Para obtener la carga perrqtslb/e se debe
aplicar un factor de seguridad.

En el caso de que una de las condiciones de extremo cambiara a, por”ejemplo, empotramiento,
se tendria una columna empotrada y articulada cuyo factor de longitud efectivar T( tomaria el valor de 0.70
y la carga critica seria -

P, = 7 (30x10°(0.785)
(0.70 x 120)

ﬂ’c, =32,940.64 Ib

EJEMPLO 4.2.-Una columna de aluminio de longitud L y seccién transversal rectangular tiene un extremo
empotrado B y soporta una carga centrada en A. Dos placas
fijas de bordes redondeados y suaves restringen el
desplazamiento del extremo A en uno de los planos
verticales de simetria de la columna, pero le permiten el
desplazamiento en el otro plano. a) Determinar la relacion
alb de los dos lados de la seccién transversal
correspondiente al disefio mas eficiente para pandeo, b)
disefiar la seccion transversal mas eficiente de la columna,
sabiendo que L = 500 mm, E = 70 Gpa, P = 20 KN, y que el
factor de seguridad debe ser 2.5. '

SOLUCION: De la Fig. 4.8 se observa que se tienen dos
posibles planos de pandeo, el xy y el xz, cada uno de los
cuales presenta diferente restriccion en el extremo superior y
por consiguiente un valor distinto para el coeficiente de
longitud efectiva k.

FIGURA 4.8
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Plano xy: Al pandearse en este plano las secciones transversales girarian al[ededor del eje z, por lo
tanto la inercia a considerar seria en relacién a éste, y el coeficiente de Iong|tud efectiva es 0.7. Entonces
se escribe

- L=112pa® y A=ab
y puesto que L=Ar? 2 = LJA = (1112ba’)ab = a%/12,
r,=al12

B

' - 4
La relacién de esbeltez efectiva de la columna con respecto al pandeo en este,plano es

. L, =071 ‘ (1)
' t a2 Vi

Plano xz: La longitud efectiva de la columna con respecto al pandeo en este plano es L,, 4 2L, yel
correspondiente radlo de giro ry = b/ 12. Entonces, ! w
4
L = 2L . *(2)
ry bi12 ’ ‘

a).- Disefio mas eficiente. El disefio mas eficiente es aquel para el cual los esfuerzos criticos
correspondientes a las dos formas de pandeo son iguales. -
De la Ec. 4.14, se observa que este sera el caso si los dos valores obtemdos para Ia relacnon de
esbeltez efectiva son iguales. Entonces :

07L = 2L
al12 b2 ] ‘
y, despejando la relacion afb, .
a = 07
b 2
a_= 035
b

b).- Disefio para los datos dados. Dado que el F.S. es 2.5,
or = (F.S.)P = (2.5)(20 KN) = 50 KN
Usando a=0.35b, tenemos A=ab =0.35b%, y
Ger=Pg = 50x10°N

A 0.35 b?
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Haciendo L = 0.500 m en la Ec. (2), tenemos L./ r, = 3.464 / ki Sugtituyendo en la Ec. 4.14
escribimos

50x10°N = 7 (70 x 10° Pa)
0.35 b2 (3.464 | b)?

"

’

b=39.7mm| y |a=o.35b=13.9mm'

i

.

47 - LIMITACION DE LAS FORMULAS DE PANDEO ELASTICO

R4
En las deducciones anteriores de las férmulas de pandeo para cqlumnas se supuso que el
material se comportaba de manera linealmente elastica. Para demostrar esta i.mportan‘\e limitacion, la Ec.
4.3 se puede escribir en forma diferente. Por definicion, /=Ar*, donde A es el drea dg una seccién
transversal y r su radio de giro. La sustitucion de esta relacién enlaEc. 4.3da  ~ O

.
[

Py = W El = m?EAF -
T . e
Ou=_Py = m2E - VL (a19)
A (Ury? o . ™~

donde el esfuerzo critico, Oy, para una columna se define como un esfuérzo promedio en el érea
transversal A de la misma, debido a la carga critica P,,. Para la Ec. 4.14, se debe usar la longitud efectiva
de la columna como se mostré en la seccién 4.4 y r es el radio de giro minimo 'del drea dela seccidn,
puesto que la formula original de Euler se da en términos del valor minimo de /. Larelacion L/ de la
longitud de una columna af radio de giro minimo de un érea transversal se llama relacién de esbeltez de
la columna.

De la Ec. 4.14 se puede concluir que el limite de proporcionalidad del material es el limite
superior del esfuerzo con el cual la columna se pandeara elasticamente.

Si una columna llega a set inestable mientras esté en un estado de esfuerzo critico, es conocida
como columna esbelta (o columna larga) y la condicién de falla es descrita como inestabilidad eléstica.
También, si una columna llega a ser inestable después de haber sido cargada mas alla de su limite de
proporcionalidad, es conocida como columna intermedia y la condicién de falla se describe como
inestabilidad ineldstica. Los miembros a compresién que fallan por cedimiento general o aplastamiento
sin llegar a ser inestables son conocidos como columnas cortas, o simplemente, miembros a compresion.

EJEMPLO 4.3.- Hallar la longitud minima L, de una columna con extremos articulados, que tenga un area
transversal de 5 cm por 7.5 cm y para la cual se aplique la férmula de Euler para columnas elasticas.
Supéngase que E = 2 x 10° Kg/Cm?® y que el limite de proporcionalidad es de 2,800 Kg/sz.

SOLUCION: El momento de inercia minimo de la seccién transversal es

Imin = (7.5)(5)° = 78.13 cm*

12
y ’ A = (7.5)(5) = 37.50 cm®
por lo que r=rn=y I = 7813 = 1.44cm
. A 37.5
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Ei esfuerzo critico no debe exceder de 2,800 Kg/Cm?® para que la columna se pandee
elasticamente, de la Ec. 4.14 se tiene

2800< 7°E
(Liry?
de donde (LI > mE = (3147 2x10% = 7,049.72
o Cor 2,800 e,
L/r > 8396 entonces L > (83.96)(1.44)=| 120.91 cm
L4
h'.“ ' -y
4.8.- FORMULAS GENERALIZADAS DE LA CARGA DE PANDEO DE EULER  ; + . ' -

v

e s
f

Un diagrama tipico esfuerzo-deformacion a la compresién para una pfobeta en la que se impide

el pandeo se puede representar como en la Fig. 4.9a. En el intervalo de esfuerzog desdé 0 hasta % el
material se comporta elasticamente. Si el esfuerzo en una columna en pandeo no excede de este
intervalo la columna se pandearé elésticamente. La hipérbola correspondiente a la Ec. 4.14, esaplicable
en este caso. Esta porcién de la curva se indica como ST en la Fig. 4.9b. Es importante reconocer que
esta curva no representa el comportamiento de una columna sino mas bien el de-un nurero infinito de
columnas ideales de diferente longitud. La hipérbola que corresponde a la regnon situada mas all4 del
intervalo util se indica en la figura por medio de una linea punteada. .
Una columna con una relacién L/ correspondiente al punto S de la Fig. 4.9b sera la columna de mas
corta longitud hecha de material y tamafio dados, que se pandeara elasticamente, una columna més
corta, con una relacién L/r atin menor, no se pandearé en el limite de proporcionalidad del material. En el
diagrama esfuerzo-deformacion, Fig. 4.9a, esto significa que el nivel de esfuerzos en la columna ha
pasado del punto A y ha alcanzado un cierto punto B. A este nivel de esfuerzo més alto se puede decir
que, en efecto, se ha creado una columna de material diferente, puesto que la rigidez del mismo ya no
esta representada por el modulo de elasticidad. En este punto, la rigidez del material estd dada
instantaneamente por la tangente a la gréfica esfuerzo-deformacion, es decir, por el médulo elastico
tangencial (o referido a la tangente), E;. La columna permanecera estable si una nueva rigidez a la flexién
EJ en B es suficientemente grande y podra soportar una carga mayor. A medida que la carga aumenta, el
nivel de esfuerzo se eleva también, en tanto que el mddulo referido a la tangente disminuye. Una
columna de “material alin menos rigido” actla bajo una carga creciente. La sustitucion del médulo
elastico tangencial, E;, en vez del médulo elastico normal, E, es entonces la Unica modificacién necesaria
para obtener las férmulas de pandeo elastico aplicables en el intervalo ineléstico. En consecuencia, la
formula generalizada de Euler, o bien la formula del médulo referido a la tangente, sera

Ot = TE,_ : (4.15)
(Lm?

Como los esfuerzos correspondientes a los médulos referidos a la tangente se pueden obtener a
partir del diagrama esfuerzo-deformacion a la compresion, la relacion L7 a la cual se pandeara una
columna con estos valores se puede obtener la Ec.4.15. Una gréfica que represente este comportamiento
para valores intermedios y bajos de L/ estad dada en la Fig. 4.9b por la curva desde R hasta S. Los
ensayes en.columnas individuales verifican esta gréafica con notable exactitud.
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Gor -, Hipérbola de Euler

A A .
Y . L—Lim‘ite de proporcionalidad
»
Intermedias
Cortas Y—*
.
| »
0 & 0
a) - b) . ‘ .

FIGURA 4.9

4.9.- COLUMNAS CARGADAS EXCENTRICAMENTE '
) ey
En esta seccién plantearemos el problema del pandeo de la columna de una manera diferente,
observando que la carga P aplicada nunca esté perfectamente centrada. Designaremos a @ "la excentricidad
de la carga, es decir, la distancia entre la linea de accion de P y ef sje de la columna, reemplazaremos la
carga excéntrica dada por una fuerza centrada P y un par M de momento M, = P €. ( Ver figura 4.10).

P P P

_l_A"‘B y B & Ma =P
“\__/MA_"Pe w | ~M=Fe
P P P

a) b)
o FIGURA 4.10
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Es claro que, sin importar lo pequefio que sea la carga P y la excentricidad e, el par M, causaré
alguna flexion en la columna. Cuando se incrementa la carga excéntrica, tanto la fuerza axial P como.el par
M, aumentan y ambos causan flexion adicional sobre la columna. Asi consuierado el problema del pandeo no
es determinar por cuanto tiempo una columna puede permanecer recta y estable bajo ia accidn de una carga
que se incrementa, sino cuanta flexion puede permitirse bajo la accién de la carga variable, si no se debe
exceder el esfuerzo admisible y la deflexion Ymsx no debe ser excesiva.

Primero escribiremos y resolveremos la ecuacion de la curva eldstica, procediendo con los mismos
criterios con los que obtuvimos las ecuaciones anteriores. Observando el diagrama de cuerpo libre de la
porcién AQ de ia columna de la figura 4.10, escogemos los ejes coordenados mostrados en ella,

encontrando que el momento flector en Q es: ,
» 4
. M=-Py-Ms=-Py-Pe N N (4.16)
Sustituykndo el valor de M en la ecuacion diferencial de la elastica, escribimos
vt - .
dy= M=-lPly-Pe S (4.17)
d¥ EI [EJ El LR S
‘».‘ N J -
Trasponiendo el término que tiene y y haciendo K? = P/EI como antes se hizo, escribimos
.. - ve'
Py + Ky = -Ke c (4.18)
dx s )
X -
Donde la solucién general para esta ecuacion de segundo grado es! - N
y=AsenKx + BcosKx - e e (4.19)

Donde el ltimo termino es una solucioén particular de la ecuacion 4.18. . - )
Las constantes A y B se obtienen de las condiciones frontera mostradas en la figura 4. 11
Haciendo primero x=0, y=0 en la ecuacién 4.19

tenemos
[x=0,y=0] ' B=e
Haciendo luego x =L, y =0, escribimos .
AsenKL = e(1-cosKL) (4.20)
Ymax
Recordando que
; senKL=2senKLi2cos KLi2 y que
[x=L,y=O]Z'f 1-cosKL = 2sen” KL/2
B
y sustituyendo en la Ec. 4.20, obtenemos,
X después de reducciones, .
Figura 4.11 A = e tan KL
2

Sustituyendo A y B en la Ec. 4.19, escribimos la ecuacion de Ia curva elastica :
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y=e(tan KL senKx + cosKx - 1) 4.21)
2 “

4

El valor de la méaxima deflexion se obtiene para x = L/i2 enia Ec. 4.21. Tenemos

Ymax= © (tan KL sen KL + cos KL - 1)

; 2 2 2 o
Y] S -, .
‘ =e[sen’ KL/2 + cos” KL/2 -1 - *
cos KL/2 ,
v Ymax = © (s€C KU2 - 1)
> Pero como K* = P/El, escribimos v

Ymix = el:sec[\];% "2‘] -1 e (4.22)
. :

z .. " T 4
Notese que la expresion obtenida para Ymax s€ vuelve infinita cuando |
- 28

lP L=z © (429)
Bl 2 2 ;

Aungue la deflexion realmente no llega a ser infinita, sin embargo llega é ser inéceptablemente
grande y no deberia permitirse que P alcance el valor critico que satisfaga i3 Ec. 4.23. Despejando P
de esta ecuacion tenemos o o

Po =_EL N ¥ 2)
X . ;
Que es el valor obtenido en la Ec. 4.3 para una columna con carga céntrica. Despejando E/ de la
Ec. 4.24 y sustituyendo en 4.23, podemos expresar la deftexion maxima en Ja formula alterna

-

Ymx = € (sec | P - 1) : (4.25)
2

or

El esfuerzo maximo omax ocurre en la seccion de la columna donde el momento flector es
méximo, 0 sea; en la seccion transversal que pasa por el punto medio C, y puede obtenerse sumando los
esfuerzos normales debidos, respectivamente, a la fuerza axial y al par de flexidn ejercidos en dicha
seccion. Tenemos

P .
=pPe Omax =_P_+ Mnsx G (4.26)
Ma ‘/; } A |

Del diagrama de cuerpo libre la porcion AC de la columna
L/2 (ver Fig. 4.13), encontramos que

Mmax = P Ymax + Ma = P(Ymsx + ©)

'max

A, Sustituyendo este valor en 426 y recordando que
P {=Ar?,  escribimos
.9( ‘é)'max
FIGURA 4.12
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Gmix= P (1 + (Yogt ©)C 1 @27)
A 7 T :

Sustituyendo el valor de yn obtenido en 4.22, escribimos ; ‘

Omax =_P + eC sec[ [P L (4.28)
A N El 2

: Una formula alterna para oma puede obtenerse sustituyendo el valor de sy de 4.25 en 4.27.

4

Tenemos Y
\

Omex = P_ |1 + €C sec ]P ) . (4.29)
* : A[ T2 P]

cr
b

La ecuacion obtenida puede usarse para cualquier condicion de los exiremos s:empre y cuando
se use el valor apropiado de la carga critica. i

Notamos que, puesto que Gmsx NO varia linealmente con la carga P, el printipio de superpqsucmn
no puede aplicarse para la determinacién del esfuerzo debido a la aplicacién simultanea de varias cargas;
debe determinarse primero la resultante de las cargas y luego usar las Ecs. 4.28 0 4.29 para determjpar
el esfuerzo correspondiente. Por la misma razén, cualquier factor de seguridad deb& apllcarse ala carga
y no al esfuerzo. .

Maciendo /=A F# enla Ec. 4.28 y despejando la relacion P/ A, escribimos

P = (4.30)

’ A 1+eCsec1 IE
° EA

Donde la longitud efectiva se usa para hacer que la formula sea aplicable a varias condiciones en
los extremos. Esta se denomina “ Formula de la Secante “ ; define la fuerza por unidad de érea, P/ A,
que causa un esfuerzo maximo especificado Omax €n una columna de una relacion de esbeltez efectiva
Le /1, para un valor dado de la relagion eC/r, donde @ es la excentricidad de la carga aplicada. Notamos
que, puesto que P/A aparece en ambos miembros, es necesario resolver una ecuacion trascendental por
* ensayo y error, para obtener el valor de F/A correspondiente a la columna dada y a las condiciones de
carga dadas.

Un problema de aplicacion aclarara el uso de las ecuaciones deducidas.

EJEMPLO 4.4.-. Paam Pagm
A
A=3.54 pulg?
1=8.00 pulg
x r=1.5pulg
¢ =2.00 pulg

b)

FIGURA 4.13
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La columna uniforme Ab de fa Fig. 4.13, consiste en una seccién de tubo estructural de 8 pies de'
longitud, que tiene ia seccidn transversal mostrada:

a).- Usando la formula de Euler y un factor de seguridad de 2. O deter‘mmar la carga de trabajo
centrada para la columna y el correspondiente esfuerzo normal.

b).- Supeniendo que la carga de trabajo calculada en el inciso a) se aplica en un punto situado a
0.75 pulg. del eje geométrico de la columna, como se muestra en la fi igura, determmar la deﬂexuon

harizontal de la parte superior de la columna y el méximo esfuerzo normal. Use E =29 x 10° Lb/ pulg?

. *

SOLUCION
Segun las cqndiciones en sus extremos, la Iongitu& efectiva seria

Le =2 ( 8 pies ) = 16 pies = 192 pulg

L4

Usando la Ec. 4.4 de Euler para la carga critica Vi
Pe =2 El =% (20x10)(80) = 6211 Klb s « " -
(LY (192)* € o
!
Con el factor de seguridad propuesto, & valor de la carga de trabajo ,s'eria -

El esfuerzo normal correspondiente es

G =P; = 311 Kb = 879 KLb / pulg® "P
A 3.54 pulg®

Padm e =0.75 pulg

00070,
Figura 4.14

b).- Usando la Ec. 4.25 y obtenida la relacion P / Pcr previamente que es igual a %,
determinamos la deflexion horizontal del punto A.

Ymix = € [sec%\l_%;]-ﬂ]
= (0.75)(sec Eﬂ% ; 1]

= 0.939 pulg
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E| esfuerzo normal maximo se obtiene de la‘Ec 4.29

1 +§_Q sec 1t
Per
-311(1+(o75)(20) sec
il e [EIED

o) ' ‘ ='22.0 KLb / pulg? L
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